Recapitulare algebra si analiza matematica

Problema 1. Fie vectorii I, = xi+ y,j+zK si r,=x,i+y,J+z,K. Utilizdnd notatia r,, =1, — 1, si
r, =r,—r, sa se determine expresia produsului vectorial I, xI,, (se va dezvolta determinantul
fara a se realiza inmultirea parantezelor). Cunoscand faptul ca aria triunghiului generat de vectorii

r, si I, este egala cu 4 :%|r12 X r13| sa se deseneze vectorii Iy, I,, I;, I,, I; s1sd se calculeze
aria triunghiului pentru cazurile:

a) =0i+0j+0k, r,=0i+4j+0k, r, =4i+0j+0k,

b) r,=2i+1j+0k, r,=2i+4j+0k, r; =4i+3)+0k,

c) n=2i+2)j+2k, r,=4i+6j+4K, r, =4i+4)+ 6K (aici nu se cere desenul).

Problema 2. Fie vectorii A=Ai+A4j+A4k, B=Bi+Bj+Bk, C=Cii+Cj+Ck. Sa se

calculeze volumul paralelipipedului generat de cei trei vectori tindndu-se cont de faptul ca acesta
este egal cu modulul produsului lor mixt. Date numerice: A=4i+ j+0K [m], B=i+4j+0k [m],

C=i+]j+4k [m].

Riéspuns: 60 m’

Problema 3. Si se calculeze produsul scalar de produse vectoriale W = (AxB)-(Cx D) . Indiciu:
Se va tine cont de proprietdtile si modul de definire ale produselor: mixt si dublu vectorial.

Problema 4. Fie r =xi+ yj+zK vectorul de pozitie asociat punctului de coordonate (x, y, z) si

lungimea acestuia: » =/x” + y” +z” . Si se calculeze sau si se demonstreze

a) grad ( 2) Indiciu: Formula pentru gradient de functie compusa (vezi cursul sau seminarul).
b) dlv( )=3 Indiciu: Formula pentru divergentd.
c) rot ): 0 Indiciu: Formula pentru rotor.

d) d ( r j Indiciu: Operatorul V aplicat unui produs de functii (vezi cursul sau seminarul).

e) rot(%]
r

f) rot(Axr)=2A, unde A este constant (mai exact un cAmp vectorial a cirui valoare si
orientare nu se modifica in spatiu)

Rezolvare pentru subpunctul f.
Operatorul rotor poate fi scris cu ajutorul operatorului nabla V astfel:

rot(Ax r):Vx(Ax r), (1)
unde V este simultan si un operator diferential si un vector (are, deci, proprietatile dar si restrictiile
acestora). Acesta este definit astfel:

0 0 0

V=—i+—j+—Kk. 2
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Pentru mai multe informatii referitoare la V vezi cursul.

Intr-o prima etapa il considerdm ca fiind un operator diferential. Deoarece A este constant
acesta trebuie ,,scos in fata derivarii” intr-o maniera similara cu tratarea derivatelor:



(cf) =c(f) (3)

Insa, deoarece A intrd in componenta unui produs vectorial acest lucru nu este posibil. Nu

putem scric Vx(Axr)=Ax(Vxr) sau Vx(Axr)=(AxV)xr deoarece relatiile nu sunt
adevarate (vezi proprietatile produsului dublu vectorial).

Analizand relatia (1) observam ca are forma unui produs dublu vectorial. Una din
proprietatile acestuia este:

Ax(BxC)=B(A-C)-C(A-B) (4)
Putem scrie, deci:
Vx(Axr)=A(V-r)-r(V-A) (5)

Deoarece V-r = div(r)=3 primul termen din membrul drept va fi 3A.

La prima vedere al doilea termen este nul deoarece A e constant. O atentie deosebita trebuie
insd acordata in acest caz: deoarece A este constant acesta trebuie ,,scos 1n fata” (vezi (3)).
Derivarea nu se aplica acestuia. De fapt, modul in care fost scris al doilea termen nu este strict
corect. Corect ar fi fost cu A ,,scos in fatd”. Functia careia i1 aplicam V este, de fapt, I si, conform
proprietatilor lui V aceasta trebuie plasata dupa el. Relatia (5) capata forma:

Vx(Axr)=A(V-r)-(A-V)r (6)
Expresia (A . V) este de fapt un operator diferential de forma:
A-V:Axi+A i+Ai (7)
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Se observa ca relatia A-V nu este comutativa: A-V = V- A. Studentii sunt incurajati sa
determine V- A si sa compare cu (7).

Acest operator se aplica lui r si se poate ardta ca (A . V)r = A tinand cont de faptul ca
derivata unui vector se realizeaza derivand fiecare componenta in parte. Rezultatul final, este,
intr-adevar: rot(Axr)=2A.

In cazul in care A nu este constant V se aplica intr-o maniera similara cazului derivarii unui

produs de functii:
Vx(Axr):Vx(,?\xr)-i-Vx(AxlT‘). (8)



