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CAPITOLUL 4. CIRCUITE ELECTRICE DE CURENT CONTINUU


Un sistem de corpuri prin care poate trece curentul electric se nume]te circuit electric. Circuitul electric con\ine surse ]i consumatoare (receptoare) de energie electric`. Un ansamblu de circuite electrice formeaz` o re\ea electric`.


{n continuare se vor studia circuitele de curent continuu filiforme (adic` suficient de sub\iri pentru ca intensitatea curentului s` poat` fi considerat` uniform repartizat` pe sec\iunea lor) ]i liniare (adic` av@nd laturi cu rezisten\e constante, independente de valorile curen\ilor).


Rela\iile fundamentale ale electrocineticii au urm`toarele forme:
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 - teorema poten\ialului electric sta\ionar.                                                 (4.1)
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 - teorema continuit`\ii liniilor de curent                                                  (4.2)

    unde rel. (4.2) este o form` particular` a legii conserv`rii sarcinii;
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   - legea conduc\iei electrice sau                                                                      (4.3)
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 - puterea Joule-Lenz dispat` [ntr-un rezistor.                                                       (4.5)

- 
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 - puterea produs` de un generator de tensiune electromotoare                              (4.6) 
Rel. (4.5 ]i 4.6) sunt forme particulare ale legii transform`rii energiei [n conductori.


Primele trei rela\ii permit determinarea curen\ilor c@nd se cunosc t.e.m. ale surselor care produc ace]ti curen\i ]i rezisten\ele receptoarelor cu ajutorul unor consecin\e.


4.1. Elemente de topologie a circuitelor

Topologia circuitelor se refer` la modul de conectare a elementelor de circuit. Unui circuit electric ]i se ata]eaz` un graf constituit dintr-o mul\ime de noduri (1,2,...,N) legate [ntre ele prin laturi (l1 , l2  ,...,lL). Latura este o por\iune de circuit format` din elemente conectate [n serie (adic` sunt parcurse de acela]i curent), cuprinse [ntre dou` noduri. Nodul este un punct al re\elei [n care sunt legate cel pu\in trei laturi.
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                               Fig. 4.1
	Dac` laturile sunt orientate (au sens de referin\`), graful este orientat. Graful circuitului con\ine toate informa\iile despre interconectarea elementelor de circuit, dar nu con\ine informa\ii asupra dependen\elor dintre uk (t) ]i ik (t).



Orice element de circuit poate fi reprezentat printr-un element al grafului:

- un dipol se reprezint` printr-o latur` a grafului conectat` [ntre cele dou` noduri ca [n figura 4.1;

- un tripol ]i, generalizand, un n-pol se reprezint` ca [n figurile 4.2 ]i 4.3.
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                            Fig. 4.2
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                                      Fig. 4.3



Graful radial cu n noduri ]i n-1 laturi care reprezint` un n-pol con\ine numai laturi ale c`ror tensiuni ]i curen\i sunt m`rimi liniar independente [ntre ele. De exemplu, pentru tripol u12 = u13 - u23 ]i i3 = -i1 -i2 iar tensiunea u12 ]i curentul i3 nu sunt asociate nici unei laturi din graf.

	


                                     Fig. 4.4
	
Modul de conectare a unui element multiport cu celelalte elemente de circuit este descris exclusiv cu ajutorul variabilelor uk(t), ik(t), k=1,...,n deci graful multiportului este multiplu conex ca [n figura 4.4. Un circuit care con\ine astfel de elemente  poate  avea  un  graf  multiplu conex.



A]a cum se va vedea [n continuare scrierea sistematic` a ecua\iilor date de teoremele lui Kirchhoff este formulat` pentru circuite cu grafuri conexe. Este deci util` transformarea unui graf multiplu conex [ntr-un graf conex p`str@nd acelea]i expresii pentru ecua\iile date de teoremele lui Kirchhoff

Graful circuitului se ob\ine reprezentand toate elementele de circuit prin grafuri interconectate intre ele la fel ca elementele c`rora le corespund. 
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                                      Fig. 4.5
	Acesta descrie propriet`\ile de interconexiune ale circuitului ]i, dac` este orientat, arat` ]i sensurile curen\ilor ]i tensiunilor.
Aplica\ie. Circuitului din figura 4.5 [i corespunde graful al`turat. S`ge\ile de pe laturi indic` sensurile de referin\` ale curen\ilor ]i tensiunilor, uk  ]i ik fiind asociate dup` regula de la  receptoare. 


Graful are N=5 noduri ]i L = 8 laturi.

{ntr-un graf G cu N noduri ]i L laturi se definesc urm`toarele mul\imi de laturi:

1) O bucl` (B) este o mul\ime de laturi care formeaz` o cale [nchis`, fiecare latur` fiind parcurs` o singur` dat`. {n exemplul precedent B1={1,2,6} si B2={3,4,5} sunt bucle. 


2) Un arbore (A) este o mul\ime de laturi care conecteaz` [ntre ele toate nodurile din graful G f`r` s` formeze bucle. Un graf poate avea mai mul\i arbori. Un arbore are N-1 laturi. O latur` a arborelui se nume]te ramur`. In exemplul precedent A = {1, 2, 3, 4} este un arbore.
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3) Un coarbore (C) este format din mul\imea laturilor grafului care nu sunt con\inute [n arborele corespunz`tor A. Un coarbore con\ine L-N+1 laturi. O latur` a coarborelui se nume]te coard`. În exemplul precedent coarborele C = {2,5,7,8} corespunde arborelui A = {1, 2, 3, 4}.

4) Sistemul fundamental de bucle este mul\imea buclelor ob\inute ata]@nd la o coard` calea din arbore care une]te nodurile coardei respective. Num`rul buclelor fundamentale este L-N+1, egal cu num`rul coardelor.


5) Sec\iunea este o mul\ime de laturi intersectate de o suprafa\` 

 [nchis` care are [n interior cel pu\in un nod. (1={1,6,3,5,8} sau (2={3,4,7} sunt dou` sec\iuni [n exemplul precedent.

6) Sistemul fundamental de sec\iuni este mul\imea sec\iunilor pentru care fiecare suprafa\` 

 intersecteaz` c@te o singur` latur` a arborelui. Num`rul sec\iunilor fundamentale dintr-un graf este N-1 egal cu num`rul ramurilor. 

{n exemplul precedent sistemul fundamental de bucle in raport cu arborele {1,2,3,4} este format din L-N+1=4 bucle ({1,2,6}, {3,4,5}, {1,2,3,7}, {2,3,4,8}) ]i sistemul fundamental de sec\iuni este format din N-1=4 sec\iuni ({6,7,1}, {6,7,8,2}, {5,7,8,3}, {5,8,4}).

4.2. Asocierea sensurilor de referin\` [n circuitele electrice

Formularea ]i aplicarea teoremelor lui Kirchhoff [n care m`rimile i, e ]i u care intervin sunt m`rimi algebrice (pozitive, nule sau negative) necesit` precizarea (f`r` ambiguitate) a sensurilor de referin\` ale acestor m`rimi.
Regula de la receptoare
	[image: image12.png]



                                        Fig. 4.6
	     Tensiunea u ]i curentul i sunt asociate dup` regula de la receptoare atunci c@nd s`ge\ile curentului ]i tensiunii “ies din aceea]i born`” sau intr` [n aceea]i born` (vezi figura 4.6).

     Conven\ia este denumit` astfel deoarece puterea la borne 

 


este efectiv primit` de latur` c@nd este pozitiv` (]i efectiv cedat` c@nd este negativ`).
Regula de la generatoare.

	[image: image13.png]



                                   Fig. 4.7
	   Tensiunea u ]i curentul i sunt asociate dup` regula de la generatoare atunci c@nd s`ge\ile tensiunii ]i curentului “nu ies din aceea]i born`” (respectiv atunci c@nd unul intr` cel`lalt iese) ca [n figura 4.7.
      Conven\ia  este  denumit`    astfel 


doarece puterea la borne

 este efectiv  cedat` de latur` c@nd este pozitiv` (]i efectiv primit` c@nd este negativ`).
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4.3. Teoremele lui Kirchhoff


4.3.1. Prima teorem` a lui Kirchhoff

Din legea conserv`rii sarcinii electrice [n regim sta\ionar rezult`:
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Dac` suprafa\a [nchis` 

 [nconjoar`, de exemplu, nodul (r) al unei re\ele, suma intensit`\ilor curen\ilor, care concur` [n nodul (r), este nul`.


Sensul de referin\` al curen\ilor fa\` de nod se alege dirijat dinspre nod spre exterior (pleac` din nod).


Rela\ia care exprim` prima teorem` a lui Kirchhoff este:
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 pentru k = 1, 2, ..., N-1                                                  (4.3.2)

Enun\: Suma algebric` a curen\ilor laturilor ce se [nt@lnesc [ntr-un nod este nul`.

Se consider` cu un semn curen\ii care ies din nod (spre exemplu cu +) ]i cu semnul contrar ([n exemplul dat cu -) curen\ii care intr` [n nod. Altfel spus, suma curen\ilor care intr` [n nod este egal` cu suma curen\ilor care ies din nod.

4.3.2. A doua  teorem` a lui Kirchhoff

Scriind tensiunea electromotoare 
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 care trece prin axa conductorilor ce formeaz` bucla (B),  din forma local` a legii conduc\iei electrice rezult`:





[image: image17.wmf](

)

ò

ò

G

G

=

+

s

d

J

s

d

E

E

i

r

                                                     (4.3.3)

{n regim sta\ionar 
[image: image18.wmf]0

=

ò

G

ds

E

 iar membrul drept al rel. 4.3.3. devine: 



      
[image: image19.wmf]å

ò

å

ò

=

=

G

=

=

B

k

k

k

k

k

k

R

I

A

ds

I

s

d

J

1

)

(

1

r

r

                                           (4.3.4)

Rezult` rela\ia care exprim` a doua teorem` a lui Kirchhoff pentru bucla B
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unde 
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Enun\: Suma algebric` a t.e.m. ale surselor [n lungul unei bucle este egal` cu suma algebric` a c`derilor de tensiune din laturile buclei.


La scrierea rela\iei (4.3.5) semnul (+) se pune [n fa\a t.e.m., respectiv a produsului 
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, numit c`dere de tensiune, dac` t.e.m., respectiv curen\ii, sunt [ndrepta\i [n sensul de integrare al rela\iei (4.3.3), adic` [n sensul ales ales arbitrar al lui 
[image: image25.wmf]s

d

; [n caz contrar, se pune semnul (-). Sensul de integrare numit ]i sens de scriere a teoremei se marcheaz` cu o s`geat` [ncurbat` pe bucl`.
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4.4. Teorema conserv`rii puterilor


Teorema se poate enun\a [n dou` moduri:

      a) Suma algebric` a puterilor primite de toate laturile re\elei pe la bornele lor este nul` pentru o re\ea izolat`.
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Rela\ia (4.4.1) este scris` cu conven\ia de la receptoare pentru toate laturile, fig.4.8.
     b) Suma algebric` a puterilor debitate de sursele din re\ea este egal` cu suma puterilor disipate [n rezisten\ele laturilor:
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                   Fig. 4. 8
	Demonstra\ie: Fie o latur` a re\elei pentru care se scrie conform conven\iei de la receptoare:
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Multiplic@nd aceast` rela\ie cu 
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 rezult` ecua\ia de bilan\ energetic a laturii:
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unde:
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[image: image32.wmf]k

k

gk

I

E

P

=
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 este puterea disipat` [n rezisten\`.


Fie prima teorem` a lui Kirchoff aplicat` unui nod oarecare b.
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Se multiplic` ecua\ia (ob\inut`) cu poten\ialul 

 al acestui nod. Se consider` suma tuturor ecua\iilor scrise pentru toate nodurile:
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{n aceast` sum` dubl` fiecare curent va ap`rea de dou` ori, fiind multiplicat pe r@nd cu fiecare din cele dou` poten\iale de la bornele laturii k, intervenind o dat` cu semnul (+) c@nd iese din nod ]i o dat` cu semnul (-) c@nd intr` [n nod. {n consecin\` suma dat` de rela\ia (4.4.6) se poate transforma [ntr-o sum` pe laturi:
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Dar 
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 este tensiunea de la bornele laturii k, cu conven\ia de la receptoare. Rezult` rela\ia:
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Din rela\iile (4.4.3) ]i (4.4.8) rezult`
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O aplica\ie direct` a teoremei este verificarea bilan\ului puterilor. Demonstra\ia de mai sus arat` c` teorema conserv`rii puterilor este o consecin\` a teoremelor lui Kirchhoff.


4.5. Teorema transferului maxim de putere

Enun\: O surs` de tensiune cu parametrii 
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                      Fig. 4.9
	Demonstra\ie: Curentul prin circuit, fig. 4.9,  este: 
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      Puterea debitat` de surs` este:
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      Puterea absorbit` de rezistor este:
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Maximul expresiei 
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Derivata se anuleaz` numai pentru 
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{n acest caz, [n care este [ndeplinit` rela\ia (4.5.5), puterea debitat` de surs` este:
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 ]i puterea maxim` absorbit` de rezistor este:
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iar randamentul transferului de putere:
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                                   Fig. 4.10
	   {n figura 4.10 se prezint` varia\ia puterii la borne [n func\ie de varia\ia rezisten\ei R.
Observa\ii:

a) dac` 
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b) dac` [n loc de sursa de tensiune [n circuit  este o surs` de curent cu parametrii 
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4.6. Teoremele rezisten\elor echivalente

Rezisten\a echivalent` [ntre dou` borne ale unei re\ele oarecare, func\ion@nd [n c.c., fig. 4.11, este prin defini\ie raportul dintre tensiunea aplicat` la borne ]i curentul pe care [l absoarbe re\eaua, cu sensurile de referin\` dup` regula de la receptoare:
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Se vor studia dou` cazuri particulare
a) Rezistoare cuplate [n serie
Fie dat un circuit ca [n figura 4.12 format din n rezistoare cuplate [n serie. Se cere s` se determine rezisten\a echivalent` la borne.
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                Fig. 4.11
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                                                Fig. 4.12                


{n acest caz rezistoarele sunt parcurse de acela]i curent:
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Dar:




          
[image: image74.wmf]I

R

U

1

1

=

;  
[image: image75.wmf]I

R

U

2

2

=

; .... 
[image: image76.wmf]I

R

U

n

n

=

;                                    (4.6.3)

Din rela\ia (4.6.1):
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{nlocuind [n rela\ia (4.6.4) 
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Simplific@nd cu I rezult`:
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Enun\: Rezisten\a echivalent` a n rezisten\e [n serie este egal` cu suma rezisten\elor.
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     b)  Rezistoare cuplate [n paralel.
Fie dat un circuit ca [n figura 4.13 format din n rezistoare cuplate [n paralel. Se cere s` se determine rezisten\a echivalent` la borne.
	
[image: image81.png]



                      Fig. 4.13              
	     {n acest caz la bornele rezistoarelor se aplic` aceea]i tensiune.  Aplic@nd prima teorem` a lui Kirchhoff:
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Dar:
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           (4.6.8)
{nlocuind [n rela\ia (4.6.7) curen\ii se ob\ine:
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Simplific@nd rela\ia (4.6.9) cu 
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Enun\: Valoarea invers` a rezisten\ei echivalente a n rezisten\e [n paralel este egal` cu suma inverselor acestor rezisten\e.


Fie conductan\ele:
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Cu acestea rela\ia (4.6.10) se mai poate scrie:
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Divizorul de tensiune ]i divizorul  de  curent  

Divizorul de tensiune (fig. 4.14) [mparte tensiunea U în dou` p`r\i U1 ]i U2  (U=U1+U2). 
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                             Fig. 4.14 
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                                  Fig. 4.15 


          Calcul@nd 
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                                   (4.6.13)
        Fie un generator ideal de curent (simbolizat ca [n fig. 4.15) care are proprietatea de a debita un curent dat I, independent de re\eaua conectat` la bornele ei.
        Divizorul  de  curent  [mparte  curentul  I  în  dou`  p`r\i  I1  ]i  I2  (I=I1+I2). Dac`  se scrie 
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4.7. Teorema superpozi\iei

Enun\: {ntr-un circuit liniar cu mai multe surse independente  orice curent (sau tensiune) al unei laturi a circuitului este suma algebric` a curen\ilor (sau tensiunilor) produse de fiecare surs` independent` luat` separat atunci c@nd celelalte surse independente sunt pasivizate.


Demonstra\ie: Demonstra\ia teoremei se bazeaz` pe faptul c` sistemul ecua\iilor re\elei [n tensiuni ]i curen\i este liniar:
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Rezolv@nd sistemul de ecua\ii (4.7.1) rezult` pentru curentul din latura j o expresie de forma:
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unde 
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 fiind curentul din latura j c@nd toate t.e.m. sunt nule [n afar` de 
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Rezult`;
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adic`:
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Rela\ia (4.7.3) exprim` chiar enun\ul dat teoremei superpozi\iei.

4.8. Teoreme de echivalen\` ale circuitelor liniare

Un dipol rezistiv liniar con\ine rezistoare liniare, surse independente ]i surse comandate liniar ]i are bornele (polii) A ]i B. Se consider` c` doi dipoli rezistivi sunt echivalen\i dac` au aceea]i comportare la borne descris` de rela\ia [ntre 
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. Teoremele generatoarelor echivalente determin` dipolii cu structura cea mai simpl` echivalen\i unui dipol dat.


4.8.1. Teorema generatorului echivalent de tensiune (T. Thevenin)

Enun\: Curentul 
[image: image107.wmf]AB
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 debitat de o re\ea liniar` [ntr-o rezisten\` R legat` la bornele (A, B) este egal cu raportul dintre tensiunea 
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 de mers [n gol la bornele (A, B)  ]i suma dintre rezisten\a exterioar` R ]i rezisten\a interioar` 
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Demonstra\ie: Demonstra\ia se bazeaz` pe teorema superpozi\iei. Se consider` re\eaua completat` cu latura de rezisten\` R, ca provenind prin superpozi\ie din dou` re\ele a ]i b ca [n figura 4.16. 
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                                        Fig. 4.16
Re\eaua (a) are toate sursele din re\eaua ini\ial` ]i [n plus o surs` cu t.e.m. 
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 [n latura cu rezisten\a R, sensul t.e.m. E’ fiind opus sensului de referin\` al curentului. Astfel se me\ine tensiunea 
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 [ntre bornele A ]i B ]i curentul prin latura de rezisten\` R este nul. Re\eaua (b) are un generator de t.e.m. 
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 [n latura de referin\` a curentului, celelalte surse fiind pasivizate. {n acest caz curentul 
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       Suprapun@nd cele dou` sisteme de surse ale celor dou` re\ele se ob\ine re\eaua ini\ial` iar 
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               Fig. 4.17
	curentul 
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deoarece 
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Rezult` c` o re\ea electric` liniar` poate fi [nlocuit` [ntre dou` borne printr-un generator echivalent de tensiune av@nd t.e.m. 
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 ]i rezisten\a interioar` 
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, ca [n figura 4.17.



4.8.2.  Teorema generatorului echivalent de curent (Norton)

Enun\: Tensiunea 
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 produs` [n sarcin` de o re\ea liniar` care alimenteaz` [ntre bornele A ]i B o rezisten\` exterioar` R, este egal` cu raportul dintre curentul de scurtcircuit al re\elei 
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Demonstra\ie: Curentul 
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Tensiunea 
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[nlocuind 
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                        Fig. 4.18
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Din aceast` teorem` rezult` c` orice re\ea electric` liniar` se poate [nlocui [ntre dou` borne A, B cu un generator de curent [n care debiteaz` o surs` de curent 
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, ca [n figura 4.18.


 Aplica\ie: echivalen\a [ntre o surs` real` de tensiune ]i o surs` real` de curent fig. 4.19.

	[image: image139.png]



                        Fig. 4.19
	Sursele reale de tensiune si curent sunt formate din surse ideale si rezistente interne Ri, R’i pozitive ]i de valoare finit`. Aplic@nd teorema generatorului echivalent de curent sursei reale de tensiune rezult` R’i=Ri ]i IS =

. Dac` Ri=0, sursa de tensiune nu se poate transforma [n surs` de curent (rezult` Is=(), iar daca R’i= (, sursa de curent nu se poate transforma [n surs` de tensiune (rezult` E=(). 


Observa\ie. Generatoarele echivalente nu exista pentru orice circuit. Iat` c@teva exemple.
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       Fig. 4.20
	Circuitul din fig. 4.20 are la borne U=0 si I=0 deci are RAB0=0/0 si nu admite nici unul dintre generatoarele echivalente; acest circuit admite ca pereche tesiune curent numai {U=0, I=0} ]i se numeste nulator


-dac` RAB0= 0 exista numai generatorul echivalent de tensiune format din sursa ideala de tensiune UAB0 ]i care nu poate fi transformata intr-un generator de curent.


-dac` RAB0=( exista numai generatorul echivalent de curent, format din sursa ideala de curent IABSC si care nu poate fi transformata [ntr-un generator de tensiune.


Pentru a evita calculul inutil al UAB0 sau IABSC este preferabil sa se calculeze mai intai RAB0. Daca RAB0=0 se calculeaza apoi UAB0 iar daca RAB0=( se calculeaza IABSC. Daca 0(RAB0(( se poate calcula UAB0 sau IABSC.


4.9. Analiza circuitelor rezistive [n curent continuu

4.9.1. Formularea problemei

 Problema analizei unui circuit de curent continuu se formuleaz` astfel:

a) Se dau elementele cunoscute:


1 - valorile parametrilor elementelor 
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2 - modul de interconectare a elementelor de circuit.

b) Se cere s` se determine toate tensiunile ]i to\i curen\ii.
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4.9.2. Algoritmul de rezolvare al problemei 
        Algoritmul de rezolvare al problemei este urm`torul:

1. Se aleg sensuri arbitrare pentru curen\ii din laturi.


2. Se determin` sensul tensiunii la bornele fiec`rei laturi prin asociere cu sensul curentului dup` regula de la generatoare pentru surse sau dup` regula de la receptoare pentru rezistoare.


3. Se scriu ecua\iile circuitului respectiv cele N-1 ecua\ii date de teorema I a lui Kirchhoff ]i cele L-N+1 ecua\ii date de teorema a doua a lui Kirchhoff.


4. Se rezolv` ecua\iile circuitului.


5. Se verific` solu\ia cu bilan\ul puterilor.

Aplica\ie: S` se fac` analiza circuitului din figura 4.21 ]i s` se verifice solu\ia cu bilan\ul 
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Fig. 4.21
	puterilor. 

Rezolvare: Necunoscutele sunt 
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N=3 ]i se scrie teorema I a lui Kirchhoff [n nodurile 1 si 2:
 (1)                 
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L=5, deci  num`rul buclelor independente este L-N+1=3.


Se scrie teorema a doua a lui Kirchhoff pe buclele I, II, III cu sensurile de parcurgere din figura 4.21:
        [3]
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Rezolv@nd sistemul de cinci ecua\ii cu cinci necunoscute rezult`: 










Bilan\ul puterilor este:
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Dac` circuitul este rezolvat de un operator uman este evident c` scrierea de la [nceput a unui numar mai mic de ecua\ii u]ureaz` foarte mult calculul. Exist` dou` procedee care realizeaz` acest deziderat: metoda poten\ialelor nodurilor ]i metoda curen\ilor ciclici. 

4.10. Metode sistematice pentru rezolvarea circuitelor [n curent continuu


4.10.1. Metoda poten\ialelor nodurilor

Algoritmul de scriere a ecua\iilor poten\ialelor nodurilor este urm`torul:
     10 Se fac transform`rile posibile ale surselor de tensiune [n surse de curent;
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      20 Se alege poten\ialul de referin\` astfel [nc@t c@t mai multe poten\iale ale nodurilor s` poat` fi exprimate ca sume de tensiuni electromotoare;

     30 Se scrie sistemul de ecua\ii:
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la care se adaug` ecua\iile suplimentare de forma: 
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Rela\ia (4.10.1) reprezint` ecua\ia [n nodul j [n care prima sum` con\ine toate conductan\ele 
	 


  Fig. 4.22
	 conectate [n nodul j, a doua sum` con\ine toate produsele Vi Gk unde Gk este conectat` [ntre nodurile j ]i i iar suma din membrul drept con\ine to\i curen\ii surselor (independente sau comandate) conectate la nodul j (lua\i cu semnul + dac` intr` [n nodul j ]i cu semnul - dac` ies din acesta). Referitor la pct. 1 al algoritmului, dac` circuitul con\ine o surs` real` de tensiune (o surs` ideal` de tensiune [n serie cu un rezistor), atunci aceasta poate fi transformat` [ntr-o surs` de curent ca [n aplica\ia ilustrat` [n fig. 4.19.


Exist` [ns` ]i surse de tensiune care nu se pot transforma [n surse de curent (surse ideale de tensiune).     


  Dac` circuitul con\ine doar o singur` surs` de acest tip fig. 4.22, atunci se alege 
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            Fig. 4.23
	rezult` 
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 (nu se mai scrie teorema I a lui Kirchhoff [n nodul de potential V2).

     Evident, dac` exist` mai multe surse de acest tip care au un nod comun, nodul de potential nul va apar\ine acestei structuri iar poten\ialele celorlalte noduri ale structurii respective se pot exprima ca sume de tensiuni electromotoare. 
       Dac` circuitul con\ine dou` astfel de surse care nu au un nod comun, ca [n figura 4.23, se alege V1=0, rezult` V2=E ]i se introduce o necunoscut` suplimentar` I. 



C@nd se scriu ecuatiile [n nodurile de poten\iale V3 si V4 latura cu E2  se consider` parcurs` de 
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                                 Fig. 4.24
	curentul I. Acestei necunoscute suplimentare [i corespunde ecua\ia suplimentar` V4-V3=E.

P@n` acum am considerat c` avem doar surse comandate [n tensiune. Comanda [n curent se poate transforma [n command` [n tensiune ca [n figura 4.24.



Dac` aceast` transformare nu este posibil`, ca [n figura 4.25, se consider` o surs`  cu
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                                      Fig. 4.25
	E=0 [n latura de comand` ]i se procedeaz` ca [n cazul sursei ideale de tensiune ([n ecua\iile nodurilor de poten\iale V1 ]i V2 latura de command` apare prin -i ]i +i  ]i se adaug` ecua\ia V1=V2).
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Aplica\ie: Fie dat circuitul din figura 4.26. Se cere s` se scrie ecua\iile metodei poten\ialelor nodurilor.
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                       Fig. 4.26
	Rezolvare:  
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Curen\ii surselor independente sunt lua\i cu semnul (+) dac` intr` [n nodul (j) ]i cu (-) dac` ies din nod.



4.10.2. Metoda curen\ilor ciclici

Algoritmul de scriere a ecua\iilor curen\ilor ciclici este urm`torul:

    1. Se fac toate transform`rile posibile ale surselor de curent [n surse de tensiune (nu exist` surse comandate);

    2. Se aleg cele B=L-N+1 bucle fundamentale astfel [nc@t sursele de curent netransformate s` fie plasate [n coarbore;

    3. Consider@nd c` cele B bucle sunt parcurse de ni]te curen\i fictivi 
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 numi\i curen\i ciclici se aleg sensurile acestora ]i se scrie sistemul de ecua\ii:  
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sau:

                                                            
[image: image163.wmf]k

s

b

I

I

=

'

                                                                 (4.10.3) 

Rela\ia (4.10.3) reprezint` ecua\ia corespunzatoare buclei 
[image: image164.wmf]i
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 parcurs` de curentul ciclic I’i unde, Rk din primul termen din st@nga reprezint` rezisten\ele din bucla 
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parcurse de curentul ciclic I’i iar Rk din cel de-al doilea termen din st@nga reprezint` rezisten\ele comune buclelor 
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 parcurse simultan de curen\ii ciclici I’i  si I’j ; produsul I’j Rk se ia cu semnul (+) daca I’i  ]i I’j  au  acela]i sens prin Rk ]i cu semnul (-) dac` I’i si I’j  au sensuri diferite prin Rk.

Referitor la pct. 1 al algoritmului, dac` circuitul con\ine ]i surse de curent acestea pot fi transformate [n surse de tensiune dac` au c@te un rezistor [n paralel(invers ca [n aplica\ia ilustrat` [n fig. 4.20.). Sursele de curent ideale se plaseaz` [n coarbore. {n acest caz curentul ciclic al buclei fundamentale care con\ine sursa de curent este chiar curentul acestei surse deci ecua\ia corespunz`toare este 
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Pentru a avea mai pu\ine necunoscute este preferabil s` se transforme comenzile [n tensiune [n comenzi [n curent. Dac` tensiunea de comanda uc este la bornele unui rezistor de rezisten\a R atunci transformarea comenzii se face simplu ic=uc./R. Evident ic se exprim` u]or ca o sum` de curen\i ciclici.
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          Fig. 4.27
	Dac` tensiunea de comanda uc este la bornele unui rezistor corespunzator mersului [n gol, atunci bucla se sparge [n dou` bucle care au latura comun` cu R=( ca [n figura 4.27; necunoscuta

suplimentar` u apare [n ecua\iile corespunzatoare celor dou` bucle ]i se introduce o ecua\ie [n plus ]i anume I’1 + I’2 =0.


Aplica\ie: Fie dat circuitul din figura 4.28 a. Se cere s` se scrie ecua\iile metodei curen\ilor 
	


              Fig. 4.28. a                                       Fig. 4.28. b
	ciclici. 

Rezolvare: Dup` transformarea sursei de curent [n surs` de tensiune se ob\ine circuitul din figura 4.28.b. Curen\ii ciclici sunt: I‘1, I‘2 ]i I‘3.



Ecua\iile sunt:
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Rezult`:
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Observa\ie: Ecua\iile poten\ialelor nodurilor se pot scrie pentru circuite liniare ]i pentru circuite cu elemente neliniare controlate [n tensiune. Ecua\iile curen\ilor ciclici se pot scrie numai pentru circuite liniare. |in@nd seama ]i de faptul c` dac` gradul de complexitate al circuitului trece de o anumit` limit` (dac` num`rul mediu de laturi conectate la un nod este mai mare dec@t patru) avem N-1 < L-N+1 rezult` c` metoda poten\ialelor nodurilor este mai util` dec@t metoda curen\ilor ciclici. Chiar dac` circuitul este liniar, dac` num`rul necunoscutelor cre]te peste o anumit` limit` analiza nu se poate face dec@t cu un program de calcul numeric.


4.11. Circuite neliniare [n curent continuu
          4.11.1. Elemente de circuit neliniare


Fie un rezistor pentru care mul\imea perechilor admisibile tensiune-curent poate fi reprezentat` printr-o curb` [n planul u-i.


Ecua\ia 
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 a acestei curbe se nume]te ecua\ia constitutiv`  a rezistorului. Aceast` curb` se nume]te caracteristica rezistorului.
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                                Fig. 4.29
	    Dac` curba este o dreapt` care trece prin origine ca [n figura 4.29 rezistorul este liniar; [n celelalte cazuri rezistorul este neliniar. Un rezistor liniar satisface legea lui Ohm 
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 unde tensiunea la borne I este intensitatea curentului ]i R este rezisten\a.
     Toate elementele de circuit pasive a c`ror caracteristic` tensiune curent u(I) [n curent continuu nu este o linie dreapt` ce


trece prin origine se numesc rezistoare neliniare (sau elemente de circuit neliniare).


Circuitele care con\in unul sau mai multe elemente de circuit neliniare se numesc circuite neliniare.

4.11.2. Tipuri de elemente de circuit neliniare


Caracteristicile tensiune - curent U(I) ale elementelor neliniare pot avea diferite forme, fiind reprezentate de obicei grafic sau analitic.


Exemple de caracteristici:

      1. L`mpi cu incandescen\`. Sunt rezistoare care lucreaz` la temperature` mare (rezistoare termice). Din cauza [nc`lzirii conductorului, rezisten\a lor variaz` sensibil de la starea de func\ionare cu curen\i mult mai mici dec@t curentul nominal(la rece), la starea de func\ionare normal`(la cald). {n figura (4.30) este reprezentat` caracteristica l`mpii cu filament metalic.
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                    Fig. 4.30
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                                   Fig. 4.31


  2. Tubul cu neon. Caracteristica ]i simbolul sunt prezentate [n fig. 4.31.
  3. Dioda semiconductoare. Caracteristica este dat` de rela\ia:
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unde 
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 sunt constante [n raport cu 
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.  Caracteristica ]i simbolul sunt prezentate 
	


                                   Fig. 4.32
	                  


                         Fig. 4.33


[n figura 4.32. Dac` se aproximeaz` caracteristica liniar` cu segmente se ob\ine un rezistor cu caracteristica liniar` pe por\iuni prezentat` [n figura 4.33.
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    4. Dioda Zener este o diod` care are pentru 
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 ]i este utilizat` la stabilizarea tensiunii. {n figura 4.34 sunt date simbolul, caracteristica ]i modelul ei liniarizat pe por\iuni.
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                                                            Fig. 4.34
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         Fig. 4.35


    5. Termistoare. Sunt rezistoare termice care se execut` din materiale semiconductoare ]i au caracteristica prezentat` [n figura 4.35. Termistoarele se utilizeaz` [n tehnica frecven\elor [nalte pentru efectuarea de m`sur`tori.


4.11.3. Analiza circuitelor neliniare de curent continuu


Analiza re\elelor electrice de curent continuu ce con\in rezistoare neliniare este mult mai dificil` dec@t [n cazul re\elelor liniare deoarece nu se pot utiliza metodele care au la baz` teorema superpozi\iei.


Circuitele neliniare se rezolv` prin metode analitice, grafico-analitice ]i numerice.


4.11.3.1. Teoremele lui Kirchhoff [n circuite neliniare


Teoremele lui Kirchhoff [n circuite neliniare au forma:

Teorema I a lui Kirchhoff 
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Teorema a II-a a lui Kirchhoff
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Dac` toate elementele din circuit sunt neliniare atunci termenul din dreapta al teoremei a II-a a lui Kirchhoff exprim` suma tensiunilor la bornele elementelor neliniare date de ecua\iile constitutive ale acestora:
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{n cazul unui circuit combinat din rezisten\e liniare ]i neliniare ecua\iile date de teorema a II-a a lui Kirchhoff con\in at@t sume de produse 
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La analiza circuitelor neliniare se utilizeaz`  ecua\iile date de teoremele lui Kirchhoff la care se adaug` caracteristicile elementelor neliniare. 

{n cazul [n care este cunoscut` ecua\ia constitutiv` a elementelor neliniare este posibil` rezolvarea analitic` a sistemului de ecua\ii.


{n cazul [n care caracteristica rezistoarelor neliniare este dat` sub form` de curb` se utilizeaz` metoda grafico-analitic`.
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4.11.3.2. Analiza unor circuite simple neliniare. 
                          Caracteristici de intrare ]i transfer.


Fie dou` rezistoare neliniare conectate [n serie ca [n figura 4.36. 
	


                       Fig.4.36
	Se cunosc caracteristicile f1(u1, i1)=0 ]i f2(u2, i2)=0 ]i se cere s` se determine caracteristica de intrare [ntre bornele A ]i B f(u, i)=0.


Ecua\iile care descriu conexiunea serie sunt i= i1=i2 ]i u=u1+u2. Cunosc@nd graficele  f1 (u1, i1)=0 ]i f2(u2, i2)=0, curba f(u,i)=0 se poate determina prin puncte adun@nd tensiunile corespunzatoare aceluia]i curent. Evident aceast` opera\iune este posibil` numai pentru mul\imea curen\ilor admisibili pentru ambele rezistoare. Daca i1SYMBOL 206 \f "Symbol"[I1m, I1M] si i2SYMBOL 206 \f "Symbol"[I2m, I2M] (unde cu m s-au notat curen\ii minimi si cu M s-au notat curen\ii maximi) atunci iSYMBOL 206 \f "Symbol"[I1m, I1M]SYMBOL 199 \f "Symbol"[I2m, I2M].


Fie  dou` rezistoare neliniare conectate [n paralel ca [n figura 4.37. 
	


                   Fig.4.37
	Se procedeaz` asem`n`tor, adic` ecua\iile conexiunii paralel fiind u=u1=u2 ]i i=i1+i2, se adun` curen\ii corespunz`tori aceleia]i tensiuni. Aceast` opera\iune se face pentru uSYMBOL 206 \f "Symbol"[U1m, U1M]SYMBOL 199 \f "Symbol"[U2m, U2M] semnifica\iile m`rimilor fiind similare cu conexiunea serie.


Aplica\ie: Se cere caracteristica de intrare f(u, i)=0 pentru circuitul din figura 4.38 unde dioda 
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                                             Fig.4.38
	Zener are caracteristica al`turat`. Se determin` [nt@i caracteristica de intrare f(i,u2)=0 a grupului paralel dioda Zener - R2.


Se deseneaz` pe acela]i grafic caracteristicile diodei ]i rezistorului liniar R2  ca [n figura 4.39.
	


                                 Fig. 4.39
	Domeniul tensiunilor admisibile pentru rezistor este (-SYMBOL 165 \f "Symbol", +SYMBOL 165 \f "Symbol") iar pentru dioda [0, 4V]. Deci uSYMBOL 206 \f "Symbol"(-SYMBOL 165 \f "Symbol", +SYMBOL 165 \f "Symbol")SYMBOL 199 \f "Symbol"[0, 4]=[0, 4]. Pentru fiecare tensiune din acest interval se adun` curen\ii; i=iz+iR2. Pentru u=0   iR2=0 ]i izSYMBOL 206 \f "Symbol"(-SYMBOL 165 \f "Symbol", 0] deci caracteristica grupului paralel se confund` cu caracteristica diodei Zener.


Pentru uSYMBOL 206 \f "Symbol"(0, 4) iz=0 ]i i=iR2, deci caracteristica grupului urmare]te caracteristica rezistorului. Pentru u=4  iR2=2mA ]i izSYMBOL 206 \f "Symbol"[4, +SYMBOL 165 \f "Symbol"), deci caracteristica grupului este identic` cu caracteristica diodei. Caracteristica grupului este desenat` ha]urat [n figura 4.39. 
4.11.3.2. Analiza unor circuite simple neliniare. Caracteristici de intrare ]i transfer.              63
	


                                   Fig. 4.40
	Pentru a determina pe f(u, i)=0 se consider` conexiunea serie intre R1 ]i grupul Dz-R2. Se deseneaz` pe acela]i grafic caracteristicile grupului Dz-R2 ]i R1 ca [n figura 4.40. 




Domeniul curen\ilor admisibili pentru R1 este  (-SYMBOL 165 \f "Symbol", +SYMBOL 165 \f "Symbol") iar pentru grupul Dz -R2 este tot (-SYMBOL 165 \f "Symbol", +SYMBOL 165 \f "Symbol") deci iSYMBOL 206 \f "Symbol"[-SYMBOL 165 \f "Symbol", +SYMBOL 165 \f "Symbol"]. Pentru fiecare curent din acest interval se aduna tensiunile u=uR1+u2. Pentru  iSYMBOL 206 \f "Symbol"(-SYMBOL 165 \f "Symbol", 0] u2=0 ]i u=uR1 deci caracteristica de intrare urmare]te caracteristica lui R1. Pentru iSYMBOL 206 \f "Symbol"[0, 2mA] cele dou` tensiuni variaz` liniar cu i deci ]i u va avea o varia\ie liniara [n raport cu i. Cunosc@nd ce se [nt@mpl` [ntr-un cap`t al intervalului (u=0, i=0) este suficient s` calcul`m pe u [ntr-un singur punct din interval. De exemplu, pentru i=2mA uR1=2V ]i u2=4V deci u=2+4=6V. Pentru iSYMBOL 206 \f "Symbol"[2, +SYMBOL 165 \f "Symbol") u2=4V deci u=4+uR1. }i pentru acest interval este suficient s` calcul`m pe u [ntr-un punct, de exemplu, pentru i=4mA  u=4+4=8V. Caracteristica de intrare f(u,i)=0 este desenata ha]urat. 


{n multe aplica\ii practice este nevoie de dependen\a [ntre o m`rime de ie]ire ]i o m`rime de intrare [n circuit. Aceast` dependen\` este o caracteristic` de transfer. S` determine`m caracteristica de transfer  f( u2,u)=0 [n circuitul din exemplul precedent. Folosind caracteristicile determinate mai [nainte, se observ` c` f(u2,u)=0 se poate ob\ine eliminand pe i din caracteristicile f(u2,i)=0 ]i f(u,i)=0. Eliminarea lui i se va face consider@nd intervalele de curent [n care ambele caracteristici se men\in pe o singur` por\iune liniar`. Pentru iSYMBOL 206 \f "Symbol"(-SYMBOL 165 \f "Symbol", 0],  u2=0 ]i u1SYMBOL 206 \f "Symbol"(-SYMBOL 165 \f "Symbol", 0]. Desen`m aceast` por\iune a caracteristicii de transfer pe graficul cu axele u2 ]i u1 din figura 4.40.
	


                                Fig. 4.41
	Pentru  iSYMBOL 206 \f "Symbol"[ 0, 2mA] ambele tensiuni sunt propor\ionale cu i, deci sunt proportionale [ntre ele. Este deci suficient sa le calcul`m pentru i=2mA : u2=4V , u=6V. Unim acest punct cu originea, obtin@nd o nou` por\iune a caracteristicii de transfer.


Pentru iSYMBOL 206 \f "Symbol"[2, +SYMBOL 165 \f "Symbol") u2=4V  ]i  uSYMBOL 206 \f "Symbol"[6, +SYMBOL 165 \f "Symbol") deci por\iunea corespunz`toare a caracteristicii de transfer este orizontal`. Caracteristica de transfer exprim` foarte bine func\ia de stabilizator de tensiune a acestui circuit. {ntr-adevar pentru u1>6V , u2 se men\ine la valoarea de 4V.


4.11.3.3. Determinarea solu\iei prin metoda dreptei de sarcin`

Fie circuitul din figura 4.42 care con\ine un singur rezistor neliniar cu caracteristica alaturat`.M`rimile u ]i i trebuie s` satisfac` teorema a doua a lui Kirchhoff \i rela\ia constitutiv` a rezistorului neliniar. Teorema a doua a lui Kirchhoff se scrie Ri+u=E ]i poate fi reprezentat` [n planul u-i printr-o dreapta numit` dreapta de sarcin`. 
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                                         Fig. 4.42
	Pentru a desena dreapta de sarcina consider`m punctele (i=0,  u=E) ]i  (u=0,  i=E/R).

Valorile u ]i i se g`sesc la intersec\ia caracteristicii rezistorului cu dreapta de sarcin` ca [n figura 4.43.




	      
[image: image193.png]



                             Fig. 4.43
	         


                           Fig. 4.44


Observ\ii:
-  similar se pot determina u ]i i in circuitul din figura 4.44 [n care se cunoa]te 
   caracteristica rezistorului neliniar; [n acest caz ecua\ia dreptei de sarcina rezult` din 
   prima teorema a lui Kirchhoff;

-  dac` circuitul con\ine un singur rezistor neliniar atunci se construie]te generatorul 
               echivalent al par\ii liniare ]i problema se reduce la rezolvarea unuia dintre cele dou`
              circuite prezentate [n acest paragraf.
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