SINTEZA LA CONTRACTUL IDEI nr. 682/2009

TRAIECTORII iN CAMP ELECTROMAGNETIC

Obiectiv planificat pentru anul 2009: Elaborarea unor metode integrale si hibride
de determinare a campului electromagnetic, pentru probleme de regim stationar.

Rezumat

in cazul in care regiunea din domeniul de calcul, ocupati de medii feromagnetice sau conductoare, este
mai micd decat cea ocupatd de aer sau in cazul in care corpurile feromagnetice sau conductoare sunt in miscare,
utilizarea programelor comerciale de element finit (FEM) au cateva importante dezavantaje: necesita construirea
retelei de discretizare in intreg domeniul de calcul; reteaua FEM este neregulatd atunci cand regiunile
feromagnetice au portiuni inguste (de exemplu ecranele feromagnetice); necesitd introducerea unor frontiere
artificiale; pentru a modela cu acuratete a intrefierului dintre reperele in miscare, reteaua de discretizare trebuie
mult indesitd in zona intrefierului, cu consecinte in cresterea dimensiunilor sistemului; daca dorim sa micsoram
dimensiunile retelei atunci, prin reducerea dimensiunilor elementelor ocupate de aer, frontierele se apropie de
piesele feromagnetice sau conductoare si perturba, uneori grav, solutia problemei de camp; simularea greoaie a
retelei de discretizare din intrefierul dispozitivelor cu piese in miscare (ori se deformeaza reteaua in timp, cu
dezavantajul modificarii conditiondrii matricei sistemului, ori se genereaza o retea care contine in intrefier o linie
poligonala regulata de cuplare a retelelor pieselor in miscare §i a carei laturi este corelatd cu pasul de timp ales
pentru deplasare, cu dezavantajul ca procedura se aplica doar pentru miscari liniare sau circulare); apar forte
parazite in aer, la interfetele dintre domeniile retelei FEM: daca folosim potentialul scalar, apar sarcini magnetice
parazite (nu se mai verificad pe fiecare element divB =0), iar dacd folosim potentialul vector, apar panze de
curent parazite (nu se mai verifica pe fiecare element rotH =J ).

Studiul performantelor unei structuri complexe cu camp electromagnetic se poate face “global”,
rezolvand campul electromagnetic in intreaga structurd. Efortul de calcul poate fi imens. Este interesant de
analizat posibilitatea separarii unor subdomenii cu particularitdti distincte, cu pastrarea conditiilor de cuplaj
electromagnetic intre ele. Incercarea de a modela cuplajele electromagnetice prin metode diferentiale
(diferente finite, element finit) necesitd construirea unei retele de discretizare in regiunea dintre subdomenii si
prelucrarea sistemului de ecuatii astfel incdt sd se pastreze doar necunoscutele asociate frontierelor
subdomeniilor. Metodele integrale pot oferi direct relatii pe frontierele subdomeniilor. Formele numerice ale
relatiilor de pe frontierele subdomeniilor sunt cunoscute sub numele de matrice de rigiditate.

Metodele numerice de solutionare a ecuatiilor integrale sunt cunoscute sub numele de metode ale
elementelor de frontiera (BEM). In comparatie cu metodele diferentiale ale elementului finit sau diferentelor
finite, principalul avantaj al BEM este ca reduce cu o unitate dimensiunea varietdtii pentru care sunt asociate
necunoscutele. In forma care s-a impus, pana in prezent, BEM poate fi utilizati cu eficientd la rezolvarea
problemelor de campuri irotationale (electrostatica, magnetostatica). Principalul dezavantaj al BEM constd in
faptul cd nucleul ecuatiei integrale (functia Green) poate fi obfinutd cu usurintd doar in cazul domeniilor
nemarginite, cu medii liniare si omogene. O prima aplicatie a BEM este calculul cAmpului produs de corpuri
conductoare, separate de medii omogene. De cele mai multe ori, se impun formele conductoarelor,
modificandu-se doar pozitiile lor relative rezultand un numarul mare de probleme care trebuie calculate. FEM
presupune generarea unei retele in intreg domeniul de calcul, modificarea distantelor dintre conductoare
impunand o noud generare de retea si refacerea calculelor pentru matricea sistemului. Au fost elaborate astfel
proceduri numerice de mare viteza pentru calculul cAmpului electric sau magnetic cu ajutorul BEM. In acest caz,
pentru solutionarea numericd a ecuatiei integrale, reteaua generatd se referd doar la suprafetelor corpurilor
conductoare §i ea ramane neschimbatd la modificarea distantelor. Sunt recalculati doar coeficientii asociati
cuplajelor dintre corpuri conductoare diferite. In plus, solutia numericd obtinutdi prin BEM verifici exact
ecuatiile campului in domeniul de calcul. Ea poate modela mult mai bine singularitatile din vecinatatea
muchiilor. Pentru a obtine matricea de rigiditate au fost dezvoltate proceduri rapide de evaluare a integralelor
care reprezintd coeficientii sistemului de ecuatii pe frontiera. Totodata au fost rezolvate o serie de probleme
suplimentare datorate singularitatilor integralelor. Aceasta a fost posibil de realizat prin evaluarea analitica a
integralelor Au fost dezvoltate programe de calcul BEM care utilizeaza potentiale scalare precum si vectoare
(Intr-o abordare originala pentru domenii multiple conexe).

Utilizarea metodelor hibride FEM-BEM imbina, in mare parte, avantajele FEM cu cele ale BEM.
Subdomeniile ocupate cu medii neliniare (corpuri feromagnetice) sau avand curenti turbionari (corpuri
conductoare) sunt tratate prin metode diferentiale, iar influenta exteriorului apare sub forma unei relatii integrale
pe frontiera. Este insa o conditie de frontierd mixta, in care potentialul dintr-un punct al frontierei depinde de
derivatele dupa normalad din toate celelalte puncte (relatie descrisd prin matricea de rigiditate). Ca urmare,
permite solutionarea problemelor de camp electromagnetic in domenii nemarginite $i omogene prin determinarea
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matricei de rigiditate (BEM), poate lua in considerare domeniile neomogene sau neliniare (prin FEM), cupleaza
problemele de curenti turbionari cu cele stationare. De asemenea, in functie de necesitéti, permite folosirea
potentialelor scalare si/sau vectoriale in regiunile FEM si/sau BEM. Deoarece matricea de rigiditate este
dependenta de timp, corpurile in miscare pot fi de asemenea introduse cu usurintd, ecuatiile campului
electromagnetic fiind scrise in sistemul de coordonate Lagrangene atasate domeniilor.

Una dintre preocuparile de baza in solutionarea formularii FEM-BEM avutd in cadrul contractului, este
decuplarea sistemului de ecuatii FEM de cel BEM, astfel incat cele doua domenii sa poata si fie tratate separat in
generarea retelei de discretizare, stabilirea unor functii de bazd modificate, asamblarea matricilor si, implicit
modul de rezolvare a lor. Scopul acestor modificari este reducerea complexitatii calculelor numerice, in principal
prin rezolvarea iterativa a unui sistem simetric. Este dezvoltatd o procedura iterativa originala, de mare eficientd
pentru solutionarea cu ajutorul metodelor hibridle FEM-BEM a problemelor de camp electromagnetic in
regimurile stationare. Din ecuatia integrala pe frontiera domeniului exterior se poate obtine valoarea potentialului
vector la o valoare datd a derivatei dupa normald a potentialului. Cunoscand potentialul pe frontiera, prin
rezolvarea problemei interioare, se obtine valoarea derivatei dupd normald a potentialului. Solutionarea prin
metoda elementului finit a problemei interioare, in conditii de frontiera Dirichlet, este deosebit de avantajoasa.
Pot fi utilizate proceduri specifice sistemelor cu matrice rare. Se poate arata ca la o permeabilitate magnetica
suficient de mare, convergenta metodei este asigurati. In plus, pentru fazele ulterioare (tratarea mediilor
neliniare), metoda polarizatiei magnetice ne va permite adoptarea permeabilitdtii magnetice relative dorite (mult
supraunitare) si pentru medii neliniare.

De asemenea, suplimentar fatd de obiectivele prevazute in cadrul etapelor anului 2009, au fost initiate
cercetari destinate unor obiective din anul 2010, propunand o tehnicd noua de calcul a cAmpului electromagnetic
produs de ecrane subtiri. Este cunoscut faptul ca traiectoriile corpurilor sub actiunea fortelor electromagnetice se
pot modifica prin plasarea de ecrane conductoare in care se induc curenti turbionari. Densitatea de suprafatd a
curentului indus 1n ecranele subtiri cu gauri (structuri multiplu conexe) este reprezentatd printr-o combinatie
liniard de functii vectoriale de suprafatd asociate nodurilor interioare retelei de discretizare si fiecarui set de
noduri care definesc contururile gaurilor. Astfel este asiguratd conditia de divergentda nula a densitatii de curent
in oricare punct. Densitatea de curent este calculata prin solutionarea unei relatii integrale. Noua metoda prezinta
avantaje considerabile fatd de metodele existente, In special in ceea ce priveste timpul de calcul si acuratetea
rezultatelor. Am extins metoda si pentru ecrane conductoare subtiri aflate in vecinatatea unor corpuri
feromagnetice (care se pot afla in miscare) pentru cdmpuri in regim periodic nesinusoidal. Algoritmul dezvoltat
are convergenta garantatd si cupleaza metoda de punct fix a polarizatiei magnetice (care permite ca materialul
magnetic neliniar sa fie substituit printr-un material care are permeabilitatea aerului, neliniaritatea fiind preluata
in fiecare volum al retelei de discretizare de polarizatia care este corectatd iterativ in functie de valorile inductiei
magnetice) cu o metoda originald de analiza armonica iterativa.

1. Ecuatia integrala pe frontiera a potentialului scalar
Fie ecuatia
-AV =ple (D)
pe care o verificd potentialul scalar V' in domeniul Q, de frontiera 0Q, unde p este densitatea de volum a

sarcinii electrice si & permitivitatea constantd a mediului din Q .
Se poate ardta ca pe frontiera 0Q2 a domeniului Q , potentialul scalar verifica relatia:
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unde ¢ este unghiul solid sub care se vede suprafa;a 0Q din punctul de observatie P. Relatia (2) poate fi privita ca
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o ecuatie integrald care are necunoscuta ¥, atunci cdnd se dd — sau necunoscuta . atunci cand se da V. Dupa
n n

. . .oV . . . .
determinarea valorilor V si e putem calcula 7 in orice punct al domeniului, folosind relatia (2), cu o =47 .
n

in cazul R? ,avem:
1
aV(P)= ¢ —In— V— +— | pln—dS 3
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Discretizarea frontierei

Vom prezenta, pe scurt, doud proceduri numerice folosite frecvent pentru rezolvarea ecuatiei integrale
)

a) Potentiale constante pe fefe. Se aproximeaza suprafata 02 cu o suprafata poliedrald. Pe fiecare dintre
cele F' fete plane, se considera ca potentialele si derivatele sale dupd normald sunt constante. Se pune punctul de
observatie P in centrele de greutate G, ale fetelor o, si rezultd un sistem de F ecuatii cu F necunoscute



b) Potentiale cu variatie liniara pe fefe. ~ Se aproximeaza suprafata 0Q cu o suprafatda poliedrala cu F
fete triunghiulare oy . Atribuim nodurilor acestei retele potentiale V;. Admitem ca potentialul V" are variatie

liniara in fiecare triunghi. Deci, el este bine definit de valorile din varfurile triunghiului. in centrul de greutate al
triunghiului, potentialul este media potentialelor din varfuri. In fiecare triunghi, admitem ca derivata normala a
potentialului este constanta.

oV . . . . .
Pe suprafata S” pe care se da P punem punctul de observatie in nodurile retelei de triunghiuri (cu
n

exceptia nodurilor care apartin si suprafetei S°, pe care se da valoarea potentialului V). Se obtin N ecuatii,
unde N este numdrul de noduri interioare suprafetei S”. Daca punem punctul P in centrele de greutate ale
fetelor de pe suprafata S, unde se da potentialul V', se obtin Ny ecuatii, unde N este numarul de fete de pe
suprafata S°. In total, obtinem un sistem de Ny + N ecuatii cu Ny + Ny necunoscute: potentialele din cele
Ny noduri din interiorul suprafetei S” si derivatele dupa normala de pe cele Ny fete de pe suprafata S’.

Observatii privind aplicarea metodei elementelor de frontiera

1) Spre deosebire de metodele diferentelor finite (FDM) si elementelor finite, in BEM, necunoscutele
sunt asociate unei varietati bidimensionale (0Q) si nu uneia tridimensionale (Q). Dacéd, de exemplu, alegem un
cub divizat pe axe in m diviziuni, atunci, in Q, avem circa m® noduri, iar pe 0Q, circa 12m* fete. Rezulta cd, in
FEM, numarul necunoscutelor este de circa m/12 mai mare decit in BEM. In schimb, matricea ce rezultd in BEM
este plind, cea din FDM sau FEM fiind rard. Dacd un nod ar fi cuplat cu toate cele 26 noduri ale cuburilor ce
contin nodul, atunci, in cazul FEM, avem 26 m’ elemente nenule, in timp ce la FEM putem avea 144 m* elemente
nenule.

2) Scrierea ecuatiei integrale (2) presupune mediu omogen in Q.

3) Prin formula (2), putem obtine in Q o valoare continud, indefinit derivabila pentru V.

4) Daca Q are subdomenii omogene, atunci ecuatia (2) se pot scrie pentru aceste subdomenii. Pe
interfete, se pun conditiile de conservare pentru potentiale si derivatele lor dupa normala.

5) Pentru rezolvarea unor probleme, se pot cupla FEM cu BEM. Procedura este folosita pentru domenii
nemarginite, unde subdomeniul neomogen (sau neliniar) este tratat prin FEM, exteriorul fiind tratat prin BEM. Se
obtine astfel, pentru Q, o conditie de frontierd mixta, descrisd de forma matriceald ce rezulta din relatia (2). in
acelasi mod, se poate exprima influenta domeniului izolant exterior asupra unui domeniu conductor, in probleme
de difuzie electromagnetica.

Primele observatii consemneaza principalele dezavantaje ale FEM. Marele avantaj al metodei constd in
faptul ca poate fi aplicata la domenii nemaérginite, unde FDM si FEM nu pot fi aplicate. Rezultd de aici si
posibilitatea cuplarii FEM-BEM, numita si metoda hibrida. Important este si avantajul BEM de la punctul 3) fata
de FEM. In cazul utilizarii FEM si a potentialului scalar, componenta normald a inductiei electrice nu se
conserva la suprafetele de separare intre subdomeniile tetraedrale (se conservd componenta tangentiald a lui E).
Apar deci sarcini electrice de suprafata pe suprafetele de separare, chiar daca acestea sunt in vid. Apar si forte
asupra acestor suprafete. Acest dezavantaj nu apare in cazul BEM.

2. Ecuatia integrala pe frontiera a potentialului vector

A fost demonstrata o noua relatie, pe frontiera, a potentialului vector:

! R
aA(r) = —ai%x (V'x A(r'))dS' + aiFX (n'x A(r'))dS' + A, 4

Se impun doar circulatiile lui 4 pe orice curbe inchise de pe 0. Aceasta este de fapt conditia de
frontiera realda impusa lui B,, care defineste unic campul magnetic in Q. Rezultd cd si A este unic definit,
cunoscand V-A, VxA si 4, pe frontierd. A fost propusd procedura numericd de solutionare a ecuatiei (4),
introducand elementele de muchie pe frontierd si asociind circulatiile pe frontiera corzilor dintr-un coarbore al
unui graf al muchiilor de pe frontiera. Procedura a permis solutionarea problemelor de cAmp magnetic in domenii
multiplu conexe. De exemplu, pentru torul perfect conductor din Fig. 1, cu raza medie de 1m i raza sectiunii de
2 cm, a fost dat un flux magnetic de 1Wb si a fost determinat curentul torului de 3.45x10’A, apoi inductivitatea
sa.



Fig.1. Tor perfect conductor.

3. Metode hibride FEM-BEM

O procedura eficientd pentru solutionarea problemelor de camp electromagnetic, constd in utilizarea
FEM doar pentru domeniile feromagnetice sau conductoare, conditia de frontiera fiind obtinutd prin ecuatia
integrald de pe frontiera BEM. Este insd o conditie de frontiera mixta, in care potentialul dintr-un punct al
frontierei depinde de derivatele dupa normala din toate celelalte puncte. in forma numerica, linia din matricea
sistemului corespunzatoare conditiilor de frontiera, este plind si matricea pierde proprietatile de simetrie si
diagonal dominanta.

3.1. Metoda elementului finit

Metoda elementelor finite pentru potentialul vector, in regim stationar
in cazul structurilor plan-paralele, problema de cAmp magnetic se poate reduce la determinarea unui
potential vector cu o singurd componenta, care verificd o ecuatie asemanatoare cu cea a potentialului scalar:
—divvgradA =J + k-rotM %)

| o
unde v =— si M este magnetizatia.
M

Proiectam ecuatia (5) pe functiile test ¢y , liniar independente si, integrand prin parti, obginem:

j vgrad g, gradAdQ) — §¢kM.dl - § va—A(pkdl = j JopdQ — IM-(kx gradp, )dQ) (6)
Q a0 io o Q Q
Cel mai frecvent, in procedurile numerice se exprima 4 ca functie de un numar finit de functii de forma,
pe care le-am ales egale cu functiile test:

N
A= Zai(ﬂi (7)
i=1
si obtinem sistemul:
N
D aya;=b;, k=1.2,...N (8)
i=1
unde:
ay = jvgradgok - grad ;dC) 9
Q
0A
b= §oM-dl + § v_gpdl + [ JppdQ = [ M -(k x grad gy )dQ (10)
a0 o o Q Q
Observatii:

a) Procedura nu poate fi extinsa in structuri 3-D,
b) Sunt valabile celelalte observatii de la subcapitolul anterior.



Utilizarea potentialului vector pentru solutionarea problemelor de cdmp magnetic in structuri 3-D
implica pastrarea celor 3 componente ale vectorului. Avem:
rotvrotA = J + rotM (11)
Ecuatia (11) are marele dezavantaj al necunoscutei vectoriale. Din acest motiv, mult timp ea a fost
evitatd in solutionarea problemelor de camp magnetic, preferandu-se potentialul scalar. Existd totusi un mare
avantaj privind stabilitatea solutiei la interfetele dintre doud materiale cu permeabilitati foarte diferite. Utilizarea
potentialului scalar conduce in mod direct la determinarea lui H. Micile erori de calcul ale lui V, deci ale lui H,
sunt amplificate enorm in mediile de mare permeabilitate, conducand la mari erori ale lui B. Utilizarea
potentialului vector conduce in mod direct la determinarea lui B, ale cérui erori sunt micsorate enorm in mediile
de mare permeabilitate. Din acest motiv, o datd cu dezvoltarea masinilor de calcul, utilizarea potentialului vector
este tot mai frecvent intalnita la determinarea cAmpului magnetic. Insa, in cazul in care, in afarid de magnetul
permanent, nu mai existd corpuri feromagnetice, este preferabila utilizarea potentialului scalar.
Relatia (11) nu defineste unic potentialul vector 4 cand se da B si atunci se adaugé conditii suplimentare
asupra lui A, numite conditii de etalonare. De exemplu:
divA=0 (12)
Nici conditia (12) nu defineste unic potentialul 4. Se poate adauga lui A un camp armonic grad¢g
(A¢=0), fara a modifica valorile lui divA4 si rotA. Mai trebuie impuse conditii de frontiera pentru A.
in locul conditiei (12) se poate folosi o interesanta conditie de etalonare:
A-u=0 (13)
unde u este un camp ale carui linii de cdmp pornesc dintr-un punct £y, fard a se intersecta.

Proiectam ecuatia (11) pe functiile test W), avem

jwotA-roerdQ —IJ~Wde —jM.thde - §(kaA)-ndS + jS(kaM).ndS =0 (14)
Q Q Q 0Q oQ
Functiile W; pot fi elemente nodale vectoriale sau elemente de muchie.

3.2. Cuplarea metodei FEM cu relatiile integrale pe frontiera

Vom prezenta, in detaliu procedura hibrida FEM-BEM pentru potentialul vector, in structuri 2D.
In cazul structurilor 2D, ecuatia integrala pe frontiera a potentialului vector este:

ad(r)= - § B2 yeyar + § 224D gy (15)
oQ R oQ

E@n

N
Scriind A= Ap + Zai(p,- , unde Ap verifica conditiile de frontiera Dirichlet (presupunem date
i=l1
potentialele), ecuatia elementelor finite este
jgmd(pk -vegradAdQ = j o JdQ, k=12, N (16)
Q Q
unde N este numarul de functii test. Intre componentele tangentiale ale intensitdtii cimpului magnetic (derivatele
dupa normala ale potentialului) din domeniului exterior si interior exista relatia de trecere:

04
o4__ 104 (17)
on' M, On
. L - . y e . . o 04
Frontiera este aproximata cu o linie poligonald, unde variatia potentialului este liniara, iar v — este constant.
n
Relatia (15) capatd forma matriceala:
_1,, 04 -
Ap =W 174 14, (18)
on'

Ecuatiile (16) si (18), cu conditia de trecere (17) formeaza un sistem de ecuatii avand ca necunoscute potentialele
celor N noduri (adica coeficientii ¢; ) si derivatele dupa normala pe cele N laturi.

Matricea sistemului de ecuatii are cidteva dezavantaje: dimensiuni mari, pierde din proprietatea de
matrice rara specifica metodelor FEM (liniile asociate frontierelor sunt pline) si nu este simetricd. In cadrul
acestei faze este propusad o metoda iterativa pentru solutionarea sistemului de ecuatii:

. 5 04 . L . . . .
— admitand cunoscutd valoarea o pe frontiera domeniului exterior, se determina valoarea lui Ap folosind
n

relatia (18);

— folosind ecuatia (16), se rezolva problema de cdmp din ecran, avand conditii de frontierd Dirichlet.
Matricea sistemului este cel mai bine conditionata, rara, simetricd si diagonal dominantd. Se pot folosi
tehnicile de matrice rare (in cadrul fazei s-a folosit Gauss-Seidel cu suprarelaxare).



. Do . A S . . .. 04 .
— 1n urma solutiondrii problemei de cdmp din interiorul ecranului rezultd si valorile n pe frontiera. Se
n

. 0A . . .
corecteaza valorile W pentru problema exterioara, folosind relatia de trecere (17).
n

Exemplu de calcul: Fie ecranul in forma de U din Fig.2, de grosime 5 mm, latime 300 mm, avand coarnele de
100 mm. Materialul feromagnetic al ecranului are x4, = 1000. Cele doua conductoare sunt parcurse de curenti cu

sensuri contrarii, fiecare avand solenatia de 800Asp. Liniile de camp sunt desenate in Fig.2.

= Domeniu BEM

\ (aer si conductoare neferomagnetice)
Frontiera FEM-BEM
(suprafaa ecranului Domeniu FEM cu reteaua de
feromagnetic) discretizare
(material feromagnetic)

(] { .I I A

(a) (b)

Fig.2 (a) Linii de camp si reteaua FEM pentru un ecran feromagnetic in prezenta unui sistem de doua conductoare parcurse de
curent constant, (b) detalii.

Avantajele acestei proceduri hibride iterative

De multe ori, structurile in care dorim sd determindm campul electromagnetic au particularitatea ca
domeniile feromagnetice sau cele parcurse de curenti turbionari ocupa doar o mica regiune din domeniul de
calcul (de exemplu, ecranele feromagnetice). Utilizarea procedurilor hibride FEM-BEM evitd construirea retelei
FEM 1in zonele cu aer, deci permit o reducere spectaculoasd a numarului de necunoscute. Conditiile de frontiera
pentru domeniile feromagnetice sau cu curenti turbionari rezultd din forma numerica a ecuatiilor integrale pe
frontiera, fiind conditii mixte ce implicd potentialele si derivatele dupa normald ale acestora de pe intreaga
frontiera. Randurile din matricea sistemului de ecuatii, asociate frontierei, sunt pline. Matricea sistemului pierde
proprietatile din procedurile FEM, deosebit de avantajoase solutionarii numerice. Metoda dezvoltatd in cadrul
acestei etape permite insd pastrarea acestor proprietati, corectand iterativ, cu ecuatiile BEM, potentialele de pe
frontiera, in functie de derivatele dupd normald. Problema interioarda devine o problemd Dirichlet, bine
conditionatd, care poate fi solutionatd usor cu tehnicile specifice sistemelor cu matrice rare. Valoarea mare a
permeabilitdtii magnetice din domeniile feromagnetice asigurd convergenta rapida a procedurii.

Extinderea metodei propuse la medii neliniare se poate face cu metoda de punct fix a polarizatiei
magnetice. Valoarea optimd a permeabilitatii de calcul relative, care conduce la cea mai rapida convergentd cu
metoda polarizatiei magnetice, este mult supraunitara.

4.Calculul fortelor

4.1. Utilizarea rezultatelor BEM la calculul campului electric si al fortelor de natura
electrica, in zonele cu aer

Dupa determinarea potentialului si a derivatei sale dupd normald pe frontiera 0Q a domeniului Q, se
poate calcula intensitatea cAmpului electric in orice punct P al domeniului:

1 1o :
4a(p) = [Zav + § ~ = asg - §v=Tase (19)
o’ s’ Mo a0



in cazul R? ,avem:

22V(P) = —jpln—ds + §3 —lnidzg- § V%dlg (20)
oQ
Apoi, intensitatea campului electric se poate determina prin derivare numerica:
Ex(x,y)=i[m—%y)—m+%y)j 1)
E,(x,)= ;[V(x,y——) V(x,y+—)] (22)

cu valori suficient de mici ale lui Ax si Ay . Sau,

27E = —27zVV——j —dS+§aV£d1Q § ((R MR _ ;zjde (23)

Forta ce se exercitd asupra unui corp se poate determina §i prin fluxul tensorului Maxwell pe o suprafata
oarecare X ce inconjoara corpul:

2
F = g§[(n-E)E —ETanS (24)

z

In general, integralele (23) si (24) se fac numeric. Din acest motiv se prefera (21) si (22), cu rezultate
foarte bune.
Exemplu de calcul: intre doud plici de 4x40 mm cu +10000 V si -10000 V, la distanta de 40 mm de placa
superioara, se afla un corp conductor cilindric, de razd 6 mm asezat pe axa de simetrie, cu centrul la distanta de
8 mm fata de fata placii superioare, cu potential 0 (Fig.3). Pe el se aduni o sarcinad de -5.132 C/m si se exercitd o
fortd orientata pe directia Oy de 3.23x107 N/m.

Fig.3. Echipotentiale calculate cu BEM pentru un sistem format dintr-un corp cilindric plasat intre doua placi incarcate
electrostatic.

4.2. Utilizarea rezultatelor FEM-BEM la calculul campului magnetic si al fortelor de
natura magnetica in zonele cu aer

in cazul problemelor de cAmp magnetic, pentru calculul fortelor se foloseste, cu rezultate foarte bune,
tot fluxul tensorului Maxwell:

= §[ -B)B ——anS (25)



Cum suprafata ¥ se afla in spatiul dintre corpuri (aer), inductia magnetica se determind tot pornind de la
potentialul magnetic vector determinat cu relatia integrala:

) '
274(r) = - § (R - ) Ay + § L 240D gy, [ JinLds (26)
R R on' R
oQ oQ Q
ce poate fi folosita direct la derivarea numerica:
1 A A
By(x,) = —| Ay + =) = A(x,y = =0) 27
Ay 2 2
1 Ax Ax
By(an’):E(A(X—T,Y)—A(x+7aJ’)J (28)

cu valori suficient de mici ale lui Ax si Ay . Sau,

2;;B:—27zk><VA=,uJ.JkX2RdS N §aAkXZRde_ §A((R-n)(:€><R)_2k><2n]de 29)
5 ag@n R R R

oQ

Exemplu de calcul: Un paralelipiped cu sectiunea patratd de 3x3 mm, si permeabilitatea relativa de u, =100, este

plasat intre doua bobine de 2x 15mm, cu solenatie de £500 At, distantate la 60 mm. Forta pe unitatea de lungime
are doar componenté pe axa Oy, Fy=0.892 N/m, atunci cénd patratul se afld la intrarea in bobina (Fig.4).

1 ! /r /

Fig.4. Echipotentiale lui 4 (liniile de camp ale lui B) calculate cu procedura FEM-BEM pentru un sistem format dintr-un
paralelipiped plasat la intrarea intre doud conductoare masive parcurse de curenti.

5. O noua metoda de calcul a campului cvasistationar in structuri 3D cu ecrane
subtiri si corpuri feromagnetice

Ne-am propus rezolvarea ecuatiei integrald a densitatii de suprafatd J a curentului indus pe suprafata S

a unui ecran subtire conductor, neferomagnetic:

Pl )+ A B dst=— oty ) -V F @) (30)
S

unde p; = p/A este rezistivitatea de suprafatd, A este grosimea ecranului subtire (mai mica decat adancimea de

patrundere a campului), j=+-1, A= fuy/2 f fiind frecventa si g permeabilitatea aerului, R = |r - r'| cu r i
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r’ vectorii de pozitie ai punctului de observatie, respectiv punctului sursd, A, potentialul magnetic vector produs
de surse exterioare si —VV componenta in potentialul scalar electric a intensitatii cAmpului. Conditia de frontiera
pe Seste n-J, =0, cu n versorul normalei la S.

Fig. 5. Suprafata (k) a elementului vectorial asociat nodul i.

Suprafata S este aproximatd printr-o suprafatd poliedrala cu fatete triunghiuri. Fiecarui nod 7 i se
asociaza functiile de forma vectoriale, care pentru fiecare suprafata (k) ce contine nodul 7, sunt definite de (vezi

Fig.5) U i(k) = Kli(k) , cu ll-(k) vectorul muchiei plasate de-a lungul laturii opuse nodului 7 din triunghiul (%) si
k

S; aria acestei fatete. Functiile de formd U; au valori nule pe toate fatetele care nu contin nodul i.

Astfel J pe suprafata S a ecranului subtire este scrisa sub forma:

N Ny
T (r)= Y Ui (r)+ D Wy (r) (31)

i=1 m=1
unde U; sunt asociate celor N noduri interioare ale suprafetei S, iar W,, sunt asociate celor N, contururi ale

gdurilor practicate in ecran, W,,(r) = ZUi(r),{m} fiind multimea nodurilor i care definesc conturul gaurii m.
ie{m}
Prin reprezentarea densitatii de suprafatd a curentului ca o combinatie liniard a functiilor de forma U; si W,

conditia de divergentd nula a densitatii de curent este satisfacuta in orice punct al suprafetei de discretizare.
Necunoscutele, coeficientii complecsi ¢; si f,, din (31), sunt determinate prin proiectarea relatiei (30)

pe functiile U,,, n=1,2,...,N, si W,,, n'=1,2,...,N; . Integrand pe ambele fete ale suprafetei de discretizare
rezultd un sistem de N + N, ecuatii algebrice cu necunoscutele ¢; si 5, .

Tratarea neliniaritatii relatiei constitutive a corpurilor feromagnetice se face prin metoda de punct fix a
polarizatiei care permite inlocuirea mediilor neliniare cu medii liniare avand permeabilitatea vidului si o
polarizatie magnetica care se corecteaza iterativ in functie de inductia magnetica. In acest fel, se poate scrie
ecuatia integrala a densitdtii de curent pe suprafata ecranului, mediul fiind omogen. Contributia magnetizatiei
apare 1n termenul liber al ecuatiei integrale.

Polarizatia magnetica se descompune in serie Fourier §i ecuatia integrala se rezolva pe fiecare armonica.
Pentru inceput se retine doar fundamentala, efortul de calcul fiind relativ mai mic $i convergenta mai rapida
(inegalitatea aproximarii seriei Fourier fiind mai pronuntatd). Pentru a mari acuratetea, se adauga succesiv si
armonicele superioare, in masura in care acestea modifica rezultatul.

Inductia magnetica se calculeazda pe armonice si este produsd de sursele externe (de exemplu bobine
parcurse de curenti sinusoidali), de curentii turbionari indusi 1n ecran si de polarizatiile magnetice din corpurile
feromagnetice. Pentru procedura iterativd, se determina valorile medii in subdomeniile corpurilor feromagnetice,
corectia polarizatiei facandu-se astfel foarte usor. Pentru calculul fortelor, se determind inductia magnetica in
punctele din aer care apartin suprafetei inchise pe care se determina fluxul tensorului lui Maxwell.

Exemplu de calcul: Suprafata unui ecran subtire de rezistivitate 2 x 10°%Q-m si grosime de 1 mm este descrisa

de x? +y2 +(z—0.15)2 =0.09, x,y€[-0.21m,0.21m]. Pe partea concava, un cub feromagnetic cu latura de

0.2 m este centrat n originea sistemului de coordonate, cu laturile paralele cu axele sistemului de referinta si
caracteristica B-H data in Fig. 6(c). Sub ecran este plasatad coaxial o bobina circularad (de grosime neglijabild) de
diametru de 0.4 m, centratd la z=— 0.2m. Prin bobina trece un curent sinusoidal. Ecranul este discretizat printr-

o retea formatd din 1600 elemente de suprafatd triunghiulare si 841 noduri, iar cubul este impartit in 192
tetraedre cu 71 noduri (Fig. 6(a)). Liniile curentului indus in ecran sunt reprezentate in Fig. 6(b).
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Fig. 6. (a) Reteaua de discretizare folosita pentru calculul densitatii de curent si a inductiei magnetice, (b) Liniile de camp
ale densitatii de curent induse in ecran la t= 4.5 ms pentru un curent prin bobina de 10* At si frecventa de 50 Hz si corpul
feromagnetic aflat in vecinatatea sa, (c) Relatia B-H a materialului cubului feromagnetic.

Concluzii

Cercetarile s-au desfasurat in conformitate cu obiectivele prevazute initial. Au fost definitivate toate
aspectele de informare si cercetare fundamentalad propuse. Au fost obtinute rezultate teoretice importante care au
dus la dezvoltarea unor metode numerice pentru solutionarea eficientd a problemelor de camp electric si
magnetic in regim stationar si medii liniare. Ele constau in algoritmi si programe testate care permit calculul cu o
mare acuratete si foarte rapid al cAmpului electrostatic prin metoda elementelor de frontiera (BEM) si a campului
magnetic prin metode hibride: element de frontiera - element finit (FEM-BEM). Modificarea geometriei
problemelor succesive de rezolvat pentru structuri in miscare necesitd doar recalcularea coeficientilor BEM
(matricea de rigiditate), rezultati din deplasarea frontierei corpurilor. Metodele dezvoltate reprezintd o varianta
foarte convenabild de calcul al campului electric sau magnetic in zonele cu aer pentru orice configuratie
arbitrard. Marimile cAmpului in aer rezultd din relatia integralda BEM intr-o forma continua, indefinit derivabila
aspect extrem de util pentru dezvoltarea unor algoritmi extrem de eficienti de calcul al marimilor globale (forte,
cuplaje capacitive si inductive) si apoi a traiectoriei corpurilor in structurilor in miscare.

in etapa finala au fost dezvoltate aceste proceduri eficiente care permit calculul cu mare precizie al
fortelor de natura electrica/magneticd in zonele cu aer, pornind de la cAmpul determinat prin metodele integrale
sau integro-diferentiale dezvoltate anterior.

Conform obiectivelor propuse, rezultate obtinute au fost supuse atentiei specialistilor prin prezentarea
lor la conferinte sau prin publicare in reviste de specialitate de prestigiu ([1]-[7]).
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