ATEE - 2004

CALCULUL EFICIENT AL TFD IN PRELUCRAREA INFORMA  TIEI
DIGITALE

Petru CLEMINTE* Costin CERICA* Stergios GANATSIOS**

* Universitatea POLITEHNICA Bucus#, costin@wing.ro
** Technological Educational Institute of West Mdoaia,
Kozani, Grecia, ganatsio@kozani.teikoz.gr

Abstract..This paper describes the algorithms to obtain d &awl accurate
Discrete Fourier Transform (DFT) for the signalsith application in the
domain of measurement technique of electricalggner
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1. INTRODUCERE

O secveti de durat finita x(n) de lungimeL ( x(n) = O pentrun < 0si n > L) are
transformata Fourier:

= - 1)
X(w) :ZX(n)e"““ 0<w<2n

n care indicii de sumare indidaptul G semnalul este nul in afara plafegn <L — 1 Cand
se gantionea X(«) la frecveme egal defirtate intre ele, de valow=27k/N, k=0,1, ...,
N —1,cuN > L, esantioanele rezultate sunt:

2”- L-1 )
X k = X k— - — j27&kn/ N
) ( Nj ;X(n)e €

N-1 '
X(K) =Y x(ne "™ k=012..,N-1

n=0
Relaia (2) reprezirit transformata Fourier discretdTFD) a luix(n). Pe de aft parte, relga
care permite refacerea sectgmx(n) din esantioanele in domeniul frecven

N-1 )
x(n):%zx(k)e’z’k“ n=01..,N-1 3
k=0
este denumittransformata Fourier disceeiversi (ITFD).
2. CALCULAREA EFICIENT A TFD

Transformata Fourier rapidFFT) reprezirt o implementare rapida TFD. Ea se bazeape
tehnica Tn care calcularea TFD este dnifi in probleme mai migii mai simplesi apoi TFD
este reconstruitdin TFD simple.

X(K) = X(e«) poate fi scris sub forma componentelor sale:

N-1
X(k)=> W), k=01.,N-1 (4)
n=0
N/2-1 N/2-1
X(K) = D WCx(2n) + > Wi Px(2n +1) (5)
n=0 n=0

Aceasi expresie permite evidgarea cele dausecvere de lungimeN/2:
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g(n) = x(2n) 0 N
h(n)=x@n+1) ' 2 (6)

precumsi a celor dod TFD corespurn#oare lor:
N/2-1

G (k) = z WNkr;zg (n)

= , k=01, -1 (7)
H (k) = Z WNkr;zh(n)
Relgia (5) devine:
X(©) =G(K)+"MH(K),  k=01..,N-1 ®)

Deci, X(k) poate fi refcut din dod TFD Tn (N/2) puncteG(k) si H(K). Apar in plusN inmuliri
de formaW*H(k). Utilizand periodicitatea funidlor G(k) si H(k), numirul de Tnmutiri poate
fi redus laN/2. CeleN ecuaii din relgia (8) pot fi scrise ca dauseturi deN/2 ecuaii Tn felul
urmator:
X (k) = G(k) +WyiH (k) k=01, N_g
X (k+N/2)=G(k+N/2) +WN2H (k + N /2) 2 (9)
Utilizind proprietatea de periodicitate a TFD $&#@roexpresiile:
G(k+N/2)=G(k)
H(k+N/2)=H(k)

WNN 12 _ (e—sz)N/Z —eiT=q (10)
Relgiile de reconstruge a TFD devin:
— k
X (k) = G (k) +W(H (k) . k=o01., N1 1)
X (k + N /2) = G(k) =W,*H (k) 2

fiind cunoscute sub numele de telde reconstruge fluture. Grupul de reta de deasupra
genereaz jumatatea de sus a TFDN-dimensionale iar grupul de r@lade jos genereaz
cealalti jumatate a vectoruluX. Vectorial, relaiile (11) pot fi scrise astfel:

XO GO HO Wl\?
Xl Gl Hl Wl\:}

Xz G, Hy Wr\?
Xyl |G H Wl

N/2+1 | :1 -1 1 % : N (12)
_XN—l _GNIZ—l_ _HN/2—1_ VVNNIZ_1

in aceste ecui matriceale, inmulrile se realizeaz intre componentele de acglaang.
Impreurd, cele doua ectiamatriceale genereaantregul vectoiX al TFD. Operdgile de mai
sus pot fi redate grafic ca in Fig.1.
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Fig.1.Refacerea TFD de lungimdN din dou TFD de lungimeN/2 conform algoritmului

Pentru a incepe procesul de reconsieueste necesaé se cunoascTFD de pornire, avand
dimensiunea 1. Din momentul in care sunt cunosaceéste TFD unidimensionale, ele pot fi
mbinate in TFD de dimensiuni 2, 4, 8a.m.d. TFD de pornire se fib din secveta de
esantioane de intrare cu ajutorul mecanismului deerisare a bior (bit reversal sau
shuffling. In felul acesta, algoritmul FFT tipic coash trei pirti distincte:

= amestecarea celdl esantioane de intrare conform algoritmului shuffling;

= efectuarea celdd TFD calculate intr-un singur punct;

= imbinarea celoN TFD calculate intr-un singur punct pentru &immd TFD Tn N

puncte.
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Fig.3 Procesul de fuzionare TFD

Etapa a doua de efectuare a c&loFFD intr-un punct este doar de natpur conceptual in
realitate, ea ld@svalorile gantioanelor de intrare nemodificate, dar face teselin domeniul
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timp in domeniul frecvea. Din punct de vedere al calculului propriu-zis a&stae etapa este
triviala, Tntrucat DX = [Xo] intr-un punct al vectorului de intrare unidimestglx = [X] este
egal chiar cu acest vector de intrare, adig = X, ceea ce rezultsi din ecuaia (4) in cazul
particularN = 1. Procesul de inversare ailbr pentruN = 8 este redat in Figs2 cuprinde B
= logp(N) etape. In timpul primei etape vectosulal gantioanelor de intrare de lunginie
este divizat in daublocurig si h, fiecare de lungimeN/2), g cortinand gantioanele de rang
par si h pe cele de rang impar. In timpul celei de-a dotape& aceki mecanism de
subdivizare este aplicat lgi rezultand do@i blocuri de lungimeN/4) notate @, b} si lui h
rezultand blocurile §, d} s.a.m.d. - Fig.3. Eventual, semnalukste decimat in timp pase
ajunge laN subsecvete de dimensiune 1. Opeike fluture de fuzionare sunt aplicate fieei
perechi a TFD pentru a genera noua TFD de dimeaslub.
Se obser¥ca procesul shuffling genereagemnale din ce Tn ce mai mici:
x - {g,h} - {ab}{cd} - ... {semnale de dimensiune 1}

iar procesul de fuzionare reconstkigeTFD corespuitoare:

{TFDpe 1 punct} - . . .-~ {A B}, {C,D}} - {GH} - X

3. CALCULAREA EFICIENT A A TFD A DOUA SECVEN E REALE

Algoritmul FFT este proiectat ca sealizeze multipligri si aduriiri complexe, chiar dac de
cele mai multe ori, datele de intrare sunt real@liEatia acestui fapt esteidactorii de faz

W sunt compleg si deci, du@ prima etap a algoritmului, toate variabilele devin complexe.
In virtutea faptului ca algoritmul FFT poat& smanipuleze secvem de intrare complexe, se
poate exploata acest fapt in scopul céatidimultane a TFD a dausecvere reale.
Presupunemacx;(n) si Xx(n) reprezini doui secvere de valori reale de lungini¢ si fie x(n)

0 secveta de valori complexe defiritastfel:

x(n)=x(n)+ jx,(n)  0snsN-1 (13)
Fie Xi(k) si Xo(k) TFD ale secvawlor xi(n) si x2(n). Evident @ secverele xi(n) si x2(n) pot fi
exprimate in funge dex(n) astfel:
x(n) + X (n) (14)
2
x(n) —x (n)

x,(n) =

X,(n) =
In acest caz, TFD a secyelor x;(n) si x:(n) devin:

X, (k) = %{DFT[x(n)] +DFT[x ()] (15)
X, (k) = 2ij{DFT[x(n)]- DFT[x (n)]}
Tinand cont & TFD a luix (n) esteX (N-k) rezult:

X, (K) = % [X () + X" (N=K)] (16)

X, (K) =2ij[X(k) -X"(N-K)]
Prin urmare, prin efectuarea unei singure TFD peavemi de valori complex&(n), se poate
obtine TFD a dod secvere reale de acegdungime cux(n), cu 0 mi&@ cantitate adionak de
operaii care sunt necesare pentru calcularaamilor X;(k) si Xz(K) din X(K).

Este evident faptulacaceasta metadse pretearzfoarte bine a fi aplicatin toate sistemele Tn
care se monitorizeazcurentulsi tensiunea in scopul caléuii puterii si/sau energiei electrice.
In acest caz, secvexi(n) va fi de exemplu tensiunegn) esantionai iar secvetaxy(n) va fi
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reprezentdt de secveta eantioanelor de curenfn). Este gor de afitat i amplitudinea
armonicelor de curent de tensiune precugifaza acestora pot fi exprimate astfel:
X (k) = TFD[u(n) + ji (M] = Xg(K) + jX (k)

U (K) = {[Xr(K) + Xr(N =K)]2 +[X; (K) = X, (N ~K)]

10k = [X; (k) + X, (N =) +[Xg(K) - Xg(N - K)] 17)
X (K) = X; (N =K)
Xr(K) + Xg(N - k)
X g(K) = Xg(N - k)
X (K)+ X, (N=K)

Yy (k) = arctan

WY, (k) = —arctan

4. ALGORITMUL GOERTZEL

Algoritmul FFT iaN puncte din datele de intrageproduce o secveihde igire deN puncte
ce corespunde TFD a datelor de intrare.

Existi unele aplicai Tn care interesedznumai un nurir redus de valori ale TFD, deci nu este
de dorit a se efectua intreaga TFD. In aceste gaalgoritmul FFT poateasfie mai puin
eficient decét calcularea directa a TFD. De faphdcnurdrul de valori dorite ale TFD este
mai mic decét logN), o calculare direéta valorilor dorite ale TFD este mai eficigént
Calcularea diredta TFD poate fi interpretatca o operge de filtrare lineat a secvetei de
date de intrare. Aceasfiltrare linead ia forma unui banc paralel de rezonatoare, fiecare
rezonator selectand una dintre freaqeda corespurizoare celorN frecvene ale TFDa =
27kIN,Tncare k=0,1,... N-1

Algoritmul Goertzel exploateazperiodicitatea factorilor de faz&\} si permite calcularea
TFD ca o operie de filtrare lineat. Datoriti faptului & Wy " = 1, se poate multiplica TFD
cu acest factor:

N-1 N-1
X (K) =W D x(mW™ = x(mwg ™ a8)
m=0 m=0
Se remarg faptul & ecuaia (18) are forma unei convalu Prin urmare, dat definim
secverm Yk(n) ca:

N-1
Yie(n) = 2o x(mW k™
(19)

este evidentzy(n) este o convolie intre secvea de durai finita x(n) de lungimeN cu un
filtru al carui raspuns la impuls este:

h (n) =W u(n) (20)

lesirea acestui filtru lan = N furnizeaz valoarea TFD la frecventax = 27k/N. Cu alte
cuvinte:
X(K)=y(n) ; n=N
(21)
Filtrul cu raspunsuhy(n) are transformata Z:
1
PRRYVE =
1-Wy "z (22)

Se poate utiliza ectia cu diferee corespuritoare filtrului dat de (223i in felul acesta se
calculeaz yi(n) recursiv:

H.(2) =
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Ye(M) =Wy, (n=D+x(n)  y(-D=0 (23)

lesirea doriti este X(k) = y«(N), pentruk=0, 1, ... N— 1 Pentru a o calcula, factorul de faz
Wy * trebuie calculat o singiidat si memorat.

Multiplicarile complexesi aduririle inerente din ecue (23) pot fi evitate combin&nd perechi
de rezonatoare avand poli complex conjuda acest caz, transformata Z a filtrului cu doi
poli complex conjugaare forma:

24
1-Wrz* (24)
H.(2) = o —
1-2cos@7k/N)z " +z
Realizarea acestui filtru este redlat Fig.4si este descrisde urnitoarele ecugd:
(25)

v, (n) = 2C0$%Vk (n=1)-v,(n—=2)+ x(n)

Y (N) =V, (n) _Wl\ll(vk (n-1)

cu condiiile initiale vi(-1) =w(-2) = 0.

vi(n) yYi(n)
M VA »
x(n) —p > >
A A
ZCOS%
. N Wnk
S
A
-1

Fia. 4. Realizarea rezonatorului cu doi poli
Pentru o secvei de intrare realx(n), algoritmul necesitN + 1 multiplicari reale pentru a
furniza X(k). Algoritmul Goertzel este interesant de utilizachzurile in care TFD trebuié s
fie calculas intr-un nunar mic de puncté, undeM < log(N).

5. CONCLUZII

Metodele de calcul prezentate pentru transformatari€ discret permit o abordare mai
rapici a calculului numeric a putesi energiei in cazul contoarelor digitale. Pe bazestor
rezultate se dosee implementarea unui software specializat pentilcudui puterilor si
energiei electrice in regimuri sinusoidsi@esinusoidale.
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