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ABSTRACT 
 

Este bine cunoscut faptul că, sarcina spaţială existentă în izolatori (generată în procesele 
de fabricaţie sau apărută în timpul funcţionării acestora (injecţia de la electrozi, descărcări 
parţiale etc.)) modifică repartiţia câmpului electric. Aceasta poate conduce la creşterea 
valorilor locale ale lui E peste valorile la care se iniţiază  arborescenţele electrice, care 
generează  străpungerile  izolaţiilor. O sursă importantă de sarcină spaţială o constituie ionii 
care pătrund în izolaţii în timpul dezvoltării arborescenţelor de apă. Calculul câmpului 
electric este prezentat în numeroase lucrări, pentru diferite configuraţii ale electrozilor: plan-
plan [1], ac-plan [1-2], ac-ac [1], în absenţa şi în prezenţa arborescenţelor electrice şi de 
apă. În cazul arborescenţelor de apă nu se ia în considerare sarcina spaţială 
corespunzătoare ionilor, ci doar modificarea permitivităţii electrice. În lucrarea de faţă se 
prezintă un calcul al repartiţiei câmpului electric în eşantioane plane şi ac-plan, în prezenţa 
sarcinii spaţiale corespunzătoare arborescenţelor şi injectate de electrozi, considerând 
regimul câmpului electric, fie electrostatic, fie electrocinetic staţionar.  

 
1. INTRODUCERE 

 
Unul din factorii importanţi care conduc la scoaterea din uz a echipamentelor electrice 

este străpungerea sistemelor de izolaţie ale acestora. Străpungerea izolaţiilor se produce, 
printre altele, datorită apariţiei şi dezvoltării arborescenţelor de apă. Arborescenţele de apă se 
formează în special în zonele din izolaţii care prezintă defecte (impurităţi, cavităţi etc.) sau în 
cele aflate în vecinătăţile electrozilor care prezintă protuberanţe şi se  datorează apei existente, 
deja, în izolaţiile polimerice sau cu care izolaţiile vin în contact, sub acţiunea câmpului 
electric. Ca urmare a existenţei acestor arborescenţe, câmpul electric îşi modifică integral 
repartiţia (slăbeşte în interiorul zonelor din arborescenţe şi se intensifică în exteriorul 
acestora). Pe de altă parte, producerea arborescenţelor conduce la difuzia în interiorul izolaţiei 
a unor ioni (pozitivi şi negativi) rezultaţi din disocierea sărurilor conţinute în apă, care 
formează o sarcină spaţială ce va modifica, la rândul ei, repartiţia câmpului electric. 
Informaţii privind existenţa acestor ioni şi a modului lor de repartiţie, în interiorul şi în 
exteriorul arborescenţelor, sunt prezentate în [3]. Iniţierea şi dezvoltarea arborescenţelor în 
eşantioane din polietilenă aflate în diferite stadii de îmbătrânire sunt prezentate în diferite 
lucrări, printre care [1] şi [6]. Ele scot în evidenţă rolul decisiv al câmpului electric în 
formarea şi dezvoltarea arborescenţelor, precum şi importanţa pe care o prezintă 
caracteristicile electrolitului utilizat şi structura fizico-chimică şi starea de îmbătrânire a 
izolaţiilor  asupra formelor, duratelor de iniţiere şi a vitezelor de dezvoltare a arborescenţelor. 

Cercetările efectuate până în prezent referitoare la calculul repartiţiei câmpului electric în 
izolaţii îmbătrânite sub acţiunea apei şi a câmpului electric, au fost efectuate în absenţa 
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sarcinii spaţiale. În această lucrare se prezintă calculul repartiţiei câmpului electric în absenţa 
şi în prezenţa arborescenţelor de apă şi a sarcinii spaţiale aferente acestora, plecând de la  
rezultatele experimentale obţinute de Vişata [3], privind variaţia concentraţiei de ioni din 
interiorul şi exteriorul arborescenţelor de apă. 
 

2. CALCULUL CÂMPULUI ELECTRIC 
 

2.1. Eşantioane plane 
 

S-a considerat, pentru început, cazul eşantioanelor plane din polietilenă sau policlorură 
de vinil, de grosime d = 0.5 mm, în care s-au produs arborescenţe de apă foarte dese (tip 
«pădure ») de lungime la şi de permitivitate relativă cunoscută şi care se află sub o diferenţă 
de potenţial V1 - V2 cunoscută (V1 = 4 kV şi V2 = 0).  Pe baza rezultatelor prezentate în [3] s-a 
considerat o variaţie a densităţii de volum a sarcinii corespunzătoare ionilor din interiorul 
arborescenţelor de forma : 
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ε
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în care a = 2ּ107 şi b = 8161.8 

De asemenea, s-a presupus existenţa unei sarcini spaţiale în zonele din eşantioane 
aflate în exteriorul arborescenţelor, de densitate variabilă. Pentru început s-a considerat o 
variaţie liniară a acesteia. Pentru efectuarea calculelor (în sistemul de coordonate cartezian 
intensitatea câmpului electric variind doar după axa Oz – perpendiculară pe suprafaţa plană a 
eşantionului) s-a considerat regimul electrostatic al câmpului electric. 
  În funcţie de valorile lungimilor arborescenţelor şi a existenţei sau a inexistenţei 
sarcinii în exteriorul lor s-au analizat trei cazuri distincte. 
 
         a. Cazul unui singur domeniu. Acest caz corespunde existenţei unor arborescenţe care s-
au dezvoltat de la un electrod la altul, respectiv pentru care la = d. Plecând de la  ecuaţia lui 
Poisson , în care ρε/ρvV −=∆ v   este dat de relaţia (1), şi punând condiţiile pe frontiere 

 şi , se obţin expresiile potenţialului V(z) şi a intensităţii câmpului 
electric : 
( ) 11 0 VV = ( ) 02 =dV
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b. Cazul a două subdomenii. Acest caz corespunde existenţei unor arborescenţe care s-

au dezvoltat pe o distanţă mai redusă, respectiv la = 200 µm. Domeniul de calcul este 
constituit din două subdomenii: subdomeniul 1 în care se află arborescenţele şi în care 
densitatea de volum a sarcinii spaţiale este dată de relaţia (1) şi subdomeniul 2, corespunzător 
zonei din eşantion fără arborescenţe, fără sau cu sarcină,  a cărei densitate scade liniar cu 
coordonata z. Punând condiţiile pe frontiere ( ( ) 11 0 VV =  şi ( ) 02 =dV ) şi de trecere 

şi  se obţin expresiile lui V şi E : )()( 21 aa lVlV = )()( 21 aa lElE =
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( ) 32 CzE −=                   (7) 

  
        c. Cazul a trei subdomenii.  În acest caz se consideră că în zona din faţa arborescenţelor 
există un strat de sarcină spaţială, a cărei densitate scade cu coordonata z, anulându-se în 
punctele de coordonată z = ls. Domeniul de calcul este format din trei subdomenii : 
subdomeniul 1 – care conţine arborescenţa şi, deci, şi sarcina spaţială de densitate dată de 
relaţia (1) – de permitivitate , subdomeniul 2 – care conţine sarcina spaţială a cărei 
densitate scade liniar spre 0 – de permitivitate 

21 ε3ε =

32 εε =  şi subdomeniul 3 – fără sarcină – de 
permitivitate  ε3. Cu ajutorul condiţiilor pe frontiere şi de trecere ( , ( ) 11 0 VV = ( ) 03 =dV , 

, ,)()( 21 aa lVlV = )()( 21 aa lElE = )()( 32 ss lVlV = , )()( 32 ss lElE = ) se obţin expresiile lui 
V şi E în cele trei subdomenii : 
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( ) 53 CzE −=                      (13) 

 
2.2. Eşantioane ac-plan.  
 
Se consideră cazul unor protuberanţe care se modelează cu ajutorul unor electrozi 

aderenţi de tip ac (de formă hiperboloidală sau conică) şi care injectează în izolanţi purtători 
de sarcină. Concentraţia acestora depinde de valorile intensităţii câmpului electric E şi de 
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caracteristicile suprafeţelor de contact electrod-izolant. Pentru calculul potenţialului şi al 
intensităţii câmpului electric se consideră domeniul omogen D (fig. 1) cu simetrie axială, 
având permitivitatea electrică ε şi conductivitatea σ cunoscute, mărginit de hiperboloidul de 
revoluţie S1 (electrodul ac) şi planul S2 (electrodul plan). Domeniul D se consideră extins până  
la un elipsoid S3, suficient de îndepărtat, astfel încât V∂ / n∂  = 0 în orice punct aparţinând 
suprafeţei S3. 

 
 

 ν =ct 
S2 

c 
a 

ν = ν0 

µ = ct 

     Z,ν 

 V= V0 

µ = 1 
V2 = 0 

S3 

S1 

D 

ac 

plan      x,µ      y,φ 
 

Fig. 1. Configuraţie ac-plan. 
 
Pentru efectuarea calculului se adoptă un model fizic bazat pe ipotezele: 
a) Mediul este liniar, omogen şi izotrop, respectiv: ( ) ( )PEPD ε = , DP∈ ; 
b) Regimul câmpului electric este cel electrocinetic staţionar, respectiv: 

( ) )(grad PVPE −= , ε/)(ρ)( PPV v−=∆ , [ ] ε/1)(/1grad)(grad −=⋅ PPV vρ , DP∈ ; 

c) Condiţiile pe frontieră sunt: V(M)=V1,  1SM ∈ , V(M) = V2, 2SM ∈ , 

( ) 0d/d =nV , 3SM ∈ , )(ρ)(ρ 0 MM vv = , 1SM ∈ . 

Pentru simplificarea calculelor se utilizează sistemul de coordonate al sistemului de 
coordinate alungit ( )ϕ,ν,µ , frontierele lui D reprezentând suprafeţe de coordonate, respectiv: 

( )( ) ϕcosν11µ 22 −−= cx , ( )( ) ϕsinν11µ 22 −−= cy , νµcz = , unde c reprezintă distanţa 
focală corespunzătoare reţelei de hiperboloizi şi elipsoizi omofocali.  

  Datorită simetriei de rotaţie, problema determinării mărimilor V şi E  se reduce la o 
problemă bidimensională, acestea depinzând doar de coordonatele  şi µ ν . Parametrii Lammé 

sunt daţi de relaţiile : ( ) ( )1µ/νµ 222
µ −−= ce , ( )( )22

ν ν11µ −−= ce şi 

( )( )22 ν11µ −−= ceϕ . Utilizând mărimile raportate V şi  E, ecuaţiile anterioare se 

simplifică, iar condiţiile pe frontieră  iau formele : V(M) = 1, 1SM ∈ , V(M) = 0,  2SM ∈ , 
, , f(M) = f0/ =∂∂ nV 3SM ∈ 0(M), 1SM ∈ , unde s-a făcut notaţia ( ) ( )PPf vρ= , DP∈  

        Determinarea potenţialului şi a densităţii de volum a sarcinii electrice se face prin 
metoda aproximărilor successive: se consideră, la început, f0(P) = 0 şi se determină, prin 
metoda elementelor finite, soluţia laplaceană V1(P), DP∈ . Se introduce V1(P) în ecuaţia de 
ordinul I şi se determină, prin metoda diferenţelor finite, f1(P); apoi, din ecuaţia Poisson, se 
determină V2(P) ş.a.m.d.,, procesul de calcul se continuă până la obţinerea soluţiei finale 
(Vn(P), fn(P)), DP∈ , soluţie care satisface relaţiile de mai jos : 
 

VnnnnV PVPVPV ε)(/)()(ε 1 ≤−= −  
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fnnnnf PfPfPf ε)(/)()(ε 1 ≤−= −  

 
 
εV şi εf fiind de ordinul a 0,001. 
 

3. REZULTATE 
 
         În figurile 2 – 4 sunt prezentate variaţiile potenţialului şi ale intensităţii câmpului 
electric în eşantioane plane, de permitivitate relativă 2,2 şi 4, pentru diferite configuraţii ale 
domeniului de calcul şi pentru diferite valori ale densităţii de volum maxime ale sarcinii 
spaţiale.  În cazul unui singur domeniu (fig. 2) se constată că intensitatea câmpului electric 
scade uşor în vecinătatea electrodului de potenţial înalt şi creşte în vecinătatea celuilalt, dar  
că nu există diferenţe importante între valorile potenţialului şi ale câmpului electric pentru 
valori ale densităţii de sarcină mai mici de 10-3C/m3. În figura 3 se poate observa că apare o 
variaţie importantă a câmpului electric în zona de trecere  de la domeniul 1 la domeniul 2 şi că 
această perturbare este cu atât mai importantă cu cât densitatea de sarcină are o valoare mai 
mare. În cazul existenţei a trei subdomenii (fig. 4) apare un salt important al câmpului electric 
la interfaţa dintre subdomeniile 2 şi 3, respectiv în punctele de coordonată z = ls = 250 µm.  
        În figura 5 sunt prezentate variaţiile intensităţii cămpului electric (E), ale potenţialului 
(V) şi ale densităţii de volum a sarcinii spaţiale (ρv) în funcţie de distanţa faţă de electrodul ac. 
Se poate observa că, intensitatea câmpului electric se reduce în vecinătatea electrodului ac şi 
se intensifică în vecinătatea electrodului plan, de unde se poate trage concluzia că, sarcina 
spaţială are un pronunţat efect de ecranare. 
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                                        a)      b) 
            Fig. 2. Variaţia potenţialului V (a)  şi a intensităţii câmpului electric E (b) în funcţie  

de coordonata z, în cazul existenţei unui singur subdomeniu. 
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a)                                                           b) 

Fig. 3. Variaţia potenţialului  V (a)  şi a intensităţii câmpului electric E (b) în funcţie de coordonata z, 
în cazul existenţei a două subdomenii. 
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a)                                                     b) 
Fig. 4. Variaţia potenţialului V (a)  şi a intensităţii câmpului electric E (b) în funcţie  

de coordonata z, în cazul existenţei a trei subdomenii. 
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                                            a)      b) 

   Fig. 5. Variaţia intensităţii câmpului electric (a) , a potenţialului electric şi a densităţii de  
sarcină (b), în funcţie de coordonata z. 

 
 

4. CONCLUZII 
 

În cazul electrozilor plani, calculele numerice au arătat că, cu cât valoarea permitivităţii 
electrice a eşantionului studiat este mai mare, cu atăt perturbaţia introdusă de prezenţa sarcinii 
spaţiale, asupra intensităţii câmpului electric, este mai mică. În cazul configuraţiei ac-plan, 
densitatea de sarcină are valori maxime în vecinătatea electrodului injectant şi scade foarte 
repede cu µ şi υ. Datorită configuraţiei speciale a electrozilor, V şi E prezintă variaţii mult mai  
mari decât în cazul electrozilor plani în vecinătatea acului (fig.5) Aceste variaţii se 
accentuează în cazul existenţei unei injecţii de sarcină: potenţialul creşte, iar intensitatea 
câmpului electric se reduce considerabil (faţă de cazul ρv = 0).  
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